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0 Grundlagen

Aussagenlogik

A|B|AAB | AVB
w|w| w w
w| f| f w
flw] f w
frryf f
A -A
w | f
fl w

Mengenoperationen

ANB ={z:xze€ ANz € B} Durchschnitt @

AUB ={z:ze€ Avzx e B} Vereinigung e .

A\B ={z:ze ANz ¢ B} ,Differenz von A und B“.A ohne B @

x ¢ A ist gleichbedeutend mit - (z € A)

Aquivalenz

g w2



0 Grundlagen

Implikation: A = B.

A ‘ B ‘ A=B ‘ Bedeutung

w | w w saus richtigem folgt richtiges“

w | f f »aus richtigem kann nichts falsches folgen®
flw w iibliche Ergénzung - Ex falso quodlibet®,
flf w also aus Falschem folgt Beliebiges®

Vorrangregel:

54
- NV =

_—
abnehmender Vorrang

0.1 Gesetze der Aussagenlogik

EE; j X g : g X j } Kommutativgesetze

ES% gj X g; X g : :i X Eg X g) } Assoziativgesetze

8 Ej \A/ gg X g : Ej C g (g C g; } Distributivgesetze

Eﬁ; :Ej X g; Z :jc :g } DEMORGANSCHE Regeln
)

-—A < A Doppelte Verneinung

—~
—

0.2 Schlussweisen

(a) A=B)ANB=A) = (A< B)
(b)) AeB)AB<C) = (A0
(¢) A=BAB=C) = (A=C()
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0.3 Allgemeingiiltige Aussagen

(a) A=B & -AVEB
(b) (A=B) < -B=-A Kontrapositionsgesetz

AVAS A, ANAS A AV A ANf S f

Quantoren
~(VreM: A(x)) < dre M : -A(x) (#)
—(JxeM: Ax)) Ve e M: -A(x) (##)

Vee MVye N: A(z,y) ©Vye NV e M : A(zx, y)
VeeM: A(z) e Ve:ze M= A(x)
JreM: Ax) e 3x:ze MNA(x)

—Vz: A(z) & 3z : -A(x)

-dz: A(z) & Vr: -~A(zx)

Vo : (A(x) AB) < (Vo : A(z)) AB
Vo: (A(x)VB) < (Vo: A(z)) VB
Jx: (A(z)AB) < (Fz: Alx)) A B
Jz: (A(x)VB) < (Fz: Alx)) VB
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0.4 Mengenoperationen

(a) A=B & Vz:zeAs xeB Mengengleichheit formal
(b)) ACB & Ve:zecA=xeB A Teilmenge von B
(¢ PA) = {M:MCcCA} Potenzmenge von A: Menge aller Teilmengen von A

0.5 Folgerung (Mengenoperationen)

(a) ACBABCA & A=B
(by AcCBABCC & AcC

0.6 Regeln (Mengenoperationen)

) AUB = BUA
) ANB = BNA
) (AUB)UC = AU(
) (ANB)NC = An(BnNC
) U (
) Al

} Kommutativgesetz

} Assoziativgesetz

(AUB)NC = (ANC)

(ANB)UC = (AUCQ) } Distributivgesetz

AUA=A ANA=A AUD=A, AN =10

0.7 Satz (Mengenoperationen)

(a) M\(AUB) = (M\A)N(M\B)
(b) M\ (ANB) (M\ A)U(M\ B)
() M\(M\A) = MnNA

0.8 Folgerung (Complement)

Seien A, B, M Mengen, AC M, BC M. CyA:= M\ A, CyB:=M\B

(a) Cas (AUB) = CuANCyB
(b) CM (AQB) = CMAUCMB
(C) BMCMA = A
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0.9 Definition (Indexmengen)

Sei I eine nicht leere (Index-)Menge und A; fiir jede i € I eine Menge. Dann

(a) UAdi={z:Fiel:xe A} Vereinigung der Mengen A;(i € I)
i€l
Menge aller z, die in mind. einem A;enthalten sind

(b) NAi:={z:Viel:xzec A} Durchschnitt der Mengen A;(i € I)
1€l
Menge aller z, die in jedem A;enthalten sind.

Bemerkungen:
1. I kann unendlich sein.
2. Falls I = {1,...,n}, dann gilt
U A; =A1UAU---UA,
i€{1,...,n}

und m A, =A1NAnN---NA,.
i€{1,...,n}

0.10 Regeln (Durchschnitt u. Vereinigung von
Indexmengen)

Sei M eine Menge, I und A; wie in Definition 0.9. Dann gilt

(a) (zLeJIAi) UM = iLEJI (A; UM)
(b) (161 ) - i@[ (Ai : M)
(c) (lel ) nNM = ig (A, N M)
(d) (zel JUM = ZDI (A; UM)
(e) M \ zLEJIAl - 1€l (M \ A )
(f) M \ zQIAZ - i€l (M \ A )

0.11 Definition (Kartesisches Produkt von Mengen)

Seien Aj, ..., Ay endlich viele Mengen (k > 2). Dann heifst

Ay X Ag X - X A ::{(al,ag,...,ak):Vie{l,...,kz}: aiEAi}
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das Kartesisches Produkt der Mengen Ay, ..., A. Dabei sind zwei ,k-Tupel“ (aq, ...

und (af, ...,a},) genau dann gleich, wenn ay = aj Aax = a5 A ... Aay = aj.

Falls A; = Ay = --- = A}, schreibt man AF := A x --- x A und setzt Al := A.

0.12 Abzidhlungen einiger endlicher Mengen

Fakultat, Binomialkoeffizient

(a)
nl:=nxn-1)x---x1 (neN,0l:=1)

n n!
=" No, k € N, 0! := 1).
<k> Wiy nENokeN )

0.13 Folgerung (Fakultadt, Binomialkoeffizient)

(a)

(”):”'(”_1) """ kD) (n €N,k € N)

(Z) - <Z:D+<n;1> (neN,keN,k<n)

0.14 Satz (Mengen)

Sei A eine Menge aus n Elementen, n € N. (Schreibweise |A| =n).

~—
Anzahl der Elemente

Sei k € N. Dann gilt:
(a)

|AF| = | (z1,...,2k) X, xp € Al =nF
—

k-Tupel aus Elementen von A

\ (T1,...,xk) .2, €A YiFEjria Fay |
- | S
k-Tupel ohne Wiederholung T1,r2 paarweise verschieden
aus Elementen von A
=n-(n—1)----- m—k+1)furl<k<n
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|{ {xl,...,mk} :xl,...,xkeA,Vz‘;&j:xi;ﬁ:vjﬂ
————

k-elementige Teilmenge von A

:<Z) fir0<k<n

! P(A) | =2n

Potenzmenge = Menge aller Teilmengen von A

(e) Seix#y,0<k<n.
{21,005 20) €{my}" i zi =} =k}| = <Z>

n-Tupel, bet denen x k-fach vorkommt und y n-k-fach vorkommdt.

0.15 Relationen und Funktionen

Definition

Seien X, Y Mengen, R C X x Y. Dann heift das Tripel (X, Y, R) Relation zwischen X
und Y. Falls X =Y spricht man von einer bindren Relation oder einer Relation auf X.

In diesem Fall benutzt man die Schreibweise
x~y e (ry) ER

und schreibt: (z,~) an Stelle von (X, Y, R)

0.16 Definition (Umkehrrelation)

-1 —1
Sei R = (X, Y, R) eine Relation. Die Relation (Y, X, R) mit R = {(y,z) € Y x X :

—1
(x,y) € R} heift Umkehrrelation von R (bzw. R).

Bemerkung:

(a) Umkehrrelationen existieren immer (im Unterschied zu den noch zu betrachtenden

Umkehrfunktionen).

11 1 —1~1
(b) Esgilt R =R wegen (z,y) € R< (y,2) € R & (x,y) € <R )
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0.17 Abbildung, Funktion

Eine Relation f = (X, Y, R) heift Abbildung der Funktion, wenn gilt

VeeX 3 yeY(z,yeR)

“genau ein*

d.h. jedem z € X wird genau ein y € Y zugeordnet. Wir nennen y Funktionswert von f
an der Stelle z und schreiben y = f(z).

An Stelle von f = (X, Y, R) schreiben wir f : X — Y und nennen X Definitionsbereich
oder Quelle von f und Y Wertebereich oder Ziel von f und R Graph von f (Schreibweise
Graph f).

0.18 Bezeichnungen

(a) Sei X eine Menge, id, : X — X, x — x heifst Identitdt auf X.

(b) Sei X eine Menge A C X. Ly : A — X,z — x heikt Einbettung oder Inklusion
von A in X.

(c) Sei f: x — y eine Funktion, A C X.f|a, A — Y, z — f(z) heikt Einschriankung
oder Restriktion von f auf A

Bemerkung: L = id,|A.

0.19 Bild, Urbild

Sei f: X — Y eine Abbildung (— Funktion), AC X, BCY.
(@) f(A):={f(z):x€ A} ={yeY Tz e A:y= f(x)} heiltt ,Bild von A unter f*

(b) f(B):={zeX:f(x)eB}={rxeX:3yeB:y= f(x)} heikt ,Urbild von B

unter f¢

0.20 Verkettung von Abbildungen

Seien f: X — Yj und g : Yo — Z Abbildungen mit f(x) C Ya.

Die Abbildung
X — Z,z—g(f(2))

heifst Verkettung von g mit f und wird mit g o f bezeichnet.
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0.21 Satz - Assoziativitat der Verkettung

Seien f: X — Y1, 9:Ys — Zy, h: Zy — W Abbildungen mit f(z) C Y2 und g(Y2) C Z».
Dann gilt:
(hog)of=ho(gof)

Bemerkung

Auch bei identischem Definitions- und Wertebereich gilt im allgemeinen:

gof#fog

0.22 Definition

Sei f: X — Y eine Abbildung.

(a) f heifst injektiv, wenn
Vay, zo € X 21 # 20 = f(x1) # f(x2)

(b) f heifit surjektiv, wenn
fX)=Y

(¢) f heilt bijektiv, wenn f zugleich injektiv und surjektiv ist.
Bemerkung zu (a): Oft ist es einfacher, die Kontraposition zu beweisen:

Vay, 22 € X @ f(x1) = f(22) = 21 € 22

0.23 Lemma

Seien f: X - Y und g : Y — Z Abbildungen. Dann gilt:
(a) go f injektiv = f injektiv
(b) g o f surjektiv = g surjektiv

0.24 Umkehrfunktion

Eine Abbildung ¢ : Y — X heiflt Umkehrfunktion oder Umkehrdarstellung zu f : X —
Y, wenn gilt:
go f=1idx,dh. g(f(x)) =z(x € X)

10
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und
fog=idy, dh. f(g(x)) =ylyeY)

Falls f eine Umkehrabbildung besitzt, ist diese eindeutig bestimmt und bijektiv (Be-
zeichnung f~1). In diesem Fall ist f ebenfalls bijektiv.

0.25 Satz
Es gilt:
(a) f:X — Y bijektiv & f besitzt eine Umkehrabbildung

~1

(b) f: X — Y bijektiv, BCY = f(B) = f"(B)

(¢) f:X — Y bijektiv= (fH~l=Ff

(d) f:X — Y bijektiv, g : Y — Z bijektiv = go f bijektiv und (go f)™' = f~log™!

11



1 Reelle Zahlen

Korperaxiome

Auf der Menge R sind zwei Verkniipfungen gegeben
+:RxR—=R, (z,y) cx+y
RxR—=R, (z,y) <=z -y (bzw. zy)

die folgende Regeln (Axiome) erfiillen:

(K1) Assoziativgesetze

V:p,y,ZGR: (:L’+y)+2’ = x+(y+z),
(z-9)-2 = o (y-2)

(K2) Kommutativgesetze
vx,yeR : r+y = y+uox,

(K3) Existenz und Eindeutigkeit der neutralen Elemente 0 und 1, 0 # 1 mit

VreR: z4+0 ==z
VeeR: -1 =z«

(K4) Existenz und Eindeutigkeit der inversen Elemente

VieR J1yeR r+y = 0 (Bez —a:l)
Veer\ {0} J1 yer: Ty = 1 (Bez 271)

exist. genau 1

(K5) Distributivgesetz
Vx,y,zeR: :E-(y+z):x-y+:c~z

1.1 Definition (Subtraktion und Division)

Seien x,y € R
v—yi=o+ ()

12



1 Reelle Zahlen

=gyt , (falls y # 0)

< |8

Insbesondere: % =y

1.2 Rechenregeln

Im Folgenden seien z, y, u, v € R. Dann gilt
(a) —(—z) =z, T =2 (z#0)
Yy=0<=2=0vVy=0

(1) -z=—z (-2)-(-y) =2y

& ==

(b) —
(c) @
(d)
(e)

uy + vx

u v
—+- = (I’#O,y;é())
Ty Ty
u v uy — VT
- - = (ﬂf#o,y#O)
r Yy Ty
u v uv
LU oy 20
Ty Yy
1 U
£ = Y @0y £0,040)
g v

1.3 Summen-, Produkt- und Potenzschreibweise

n 0
Zzi =x1+x2+ -z, (n €N), Zazl =0 (leere Summe)
i=1 i=

Ha:i =x1-x2... Ty (n €N), Ha:l =1 (leeres Produkt)
" ::x'...--'xznx (n € N),
2% :=1(auch 0° :=1); 2" = (1)" (n € N,z #0)

Verallgemeinerung

zn: T + Tmg1 + ...y (myn €7Z,m <n)
T =
' 0 (m, n € Z,m >n)

i=m

13



1 Reelle Zahlen
ﬁ {xm-xm+1-...-xn (m,n € Z,m <n)
T 1=
1=

1 (m,n € Z,m > n)

Folgerungen

zi:%=<zm:xz>+< zn: xl> (I,m,neZ,l<m<n)

™ x" mtn (m, n € Ng,z, y € R)
(-y)" = a"-y"

(4) Fiir jede bijektive Abbildung ¢ : {1, ..., n} — {1, ..., n}gilt:

Z Ti = Z Lo (i)
=1 =1

n n
Sm=Y @i [m et me= o, b oo o]
=1 =1

e:{m*,m*+1,...,n*} = {m, m+1, ..., n}bijektiv:
n n*
D Ti= D Te)
i=m i=m*

n n—1
g T; = E Tit1 Indexverschiebung
i=1 i=0

Zn:(%‘ +yi) = <Zn: xz> + <:1 yz>

=1 =1

14



1 Reelle Zahlen

S(550) - 5(50)

=1 Vj= j=1

~.

3
3
3

(10)
m n m n ( n m
() (Z0) = (Xew) O X w)
i=1 j=1 i=1 Nj=1 j=1 Ni=1
Bemerkungen:
1. N
Z k+1 = Qo — Gn41
k=0
(ag41 —ar) = Gpy1 —ag
k=0
2.
= _ n(n+1)
ko= =5
k=0

1.4 Binomischer Satz

Sei z,y € R, n € Ng. Dann gilt

15



1 Reelle Zahlen
1.5 Geometrische Summenformel
(a) Sei x, y € R, n € Ny, dann gilt:

n
P yn+1 — (.T _ y) . anfkyk
k=0

n

= (@—y)- ) afy*

k=0
(b) Sei ¢ €R, ¢ # 1, n € Ny. Dann gilt
n k_l_qn+1_qn+l_1
2 i = l—q¢ — q¢-1
k=0

1.6 Definition (Polynom vom Grad n)

n
Sei n € Ny, ag, ..., a, € R. Die Funktion p: R — R, p(z) = > azz* wird als Polynom
k=0
bezeichnet. Ist a, # 0, so heifst n Grad des Polynoms (Bez.: grad p) und a,, Hochstkoef-

fizient.
¢ € R heisst Nullstelle von p, wenn p(§) =0

Bemerkung: Das Nullpolynom, definiert durch p(z) := 0 (z € R), z&hlt zu den Polynomen
und erhilt den Grad -1.

[P, := {p: p Polynom vom Grad < n} soll auch das Nullpolynom enthalten.|

1.7 Satz

(a) Sei p ein Polynom von Grad n > lund (eine Nullstelle von p. Dann gibt es ein
Polynom ¢ mit Grad ¢ =n — 1, so dass

plx) = (z-¢) -q(x) (zeR)
(b) Jedes Polynom von Grad n lasst sich schreiben als

p(x) = (z=8™ ... (z = &)™ - q(z)

L

- (TIe-om) 40) @em)

i=1

mit £ € Ng, mq, ..., mg e N, &, ..., & € Nund g(x) #0 (x € R).

16
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Aufserdem gilt grad p =mq +...my + grad q.

(c) Jedes Polynom von Grad n > 0 besitzt hochstens n verschiedene Nullstellen.

n n

(d) Falls zwei Polynome Y ag -2* und > b, - 2 an mindestens n + 1 Stellen iiberein-
k=0 k=0
stimmen, dann gilt ay = b, fiir alle k =0, ..., n.

Anordnungsaxiome

(A1) Fiir jedes x € R ist genau eine der folgenden Aussagen

x>0, =0, —z>0

wahr.
(A2)
Veyer : @ > 0Ay>0=x+y>0
(A3)
VeyeR: T>0Ny>0=x-y>0
1.8 Definition

Seien z, y € R.

r>y <= xz—y>0
T2y &= zTz>yYVr=y
r<yYy & yY>x

r<y <= z<yVvVr=y

1.9 Rechenregeln (Auszug)

Seien z, y, 2, a, b € R. Dann gilt

(a)

x>yANy>z=x>z (Transitivitit)

(b)
>y & rt+a>y+ta
r>yANa>b = xz+a>y+b

17



1 Reelle Zahlen

z>yNa>0 = a-xz>a-y
z>yNa<0 = a-xz<a-y

z#0=22>0 (insbesondere 1 > 0)

1 1
r>yANy>0=—-—>—->0
— "y =z

z>y>0

1.10 Definition (Betrag von )

x falls x > 0

Sei z € R. Dann |z| :=
—x fallsx <0

1.11 Folgerungen

Sei x € R, M > 0. Dann gilt
(a)

€[>0, |—a|=l|z|> |o]=0s2=0
(b)
x| <M & —-M<z<M
lz] <M & -M<z<M
—lzl <z <|z|

lzy| = || - |y

x

Y

_ lol

= (falls y # 0)

1.12 Satz (Dreiecksungleichung)

Seien x, y € R. Dann gilt

18



1 Reelle Zahlen

(a) |z +y| < |z|+ |yl
(b) [lz| = lyl| < |z -yl

Natiirliche Zahlen und vollstandige Induktion

1.13 Definition (min M, max M)

Sei M eine nichtleere Teilmenge von R. Dann heifst m € M kleinstes bzw. grofstes Element
von M, wenn gilt:

YVaoeM : m<a
YVaoeM : a<m

Bezeichner: min M bzw. max M.

1.14 Lemma

Sei M C N, M # (). Dann existiert min M.

1.15 Prinzip der vollstandigen Induktion

Sei A(n) fiir jedes n € N eine Aussage.

Sofern:
A(1) wahr ist (Induktionsanfang)
und fiir jedes n € N
A(n) = A(n + 1) wahr ist (Induktionsschluss)

dann gilt fiir jedes n € N

A(n) wahr

1.16 Bernoullische Ungleichungen

Seiz eR,z>—-1,neNy Dann gilt (1+2)" >1+n-z

19
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1.17 Potenzsummen

Sei k € Nyg. Dann ist Sp : N = N, Si (n) = >_i* ein Polynom (in n) vom Grad k + 1
i=0
und es gilt:

k—

1
O s = e e (P ) s @) wen
7=0

Folgebegriff, reflexive Definition

Unter einer Folge von reellen Zahlen versteht man eine Abbildung N — R, n — a,.
(Jedem n € N wird also ein a,, € R zugeordnet)

Schreibweise: (a,) n € N oder (a1, az, ag, ...)

Ersetzt man R durch eine beliebige Menge X, so erhélt man eine Folge von Elementen
in X (Folge in X).

Bsp:

n

n+2
ag = 1,an+1 = n+22 < >ak (n € Np)
(@n)pen Bernoulh Zahlen (Bezeichnung: B,,)

n|0 1 23 4 5 6 7 8 910 11 12

1 1 1 1 1 5 691
Bl =3 50 —35 0 5 0 —355 0 & 0 —55

keine explizite Formel bekannt!

Mit den BERNOULLI-Zahlen erhilt man Formeln fiir die Potenzsummen
i k+1
1)1
() e

(A4) Archimedisches Axiom

VeeRIneN: n>x
[Hieraus folgt, dass es kein Element oo (,unendlich”) in R gibt|

1.18 Folgerung

(a) zu jedem x € R gibt es genau ein z € Z,sodass 2 <x < z+1: Ve e RF1z € Z:
z<zxr<z+1

(b) Ve >03n € N: 1 <& (Satz des EuDOXOS)
(c) Sei > 0.Dann Ve >03n € N: 5% <¢

20



1 Reelle Zahlen

Bezeichnung fiir Intervalle:

(a) Beschrankte Intervalle:

[a,b] :=={x €R: a <z <b} (a, b€ R, a <b) abgeschlossenes Intervall
[a, b :={z € R: a <z <b} (a, b€ R, a<b) halboffenes Intervall
Ja, b :={z €eR: a<x<b}

la, b :={x € R: a <z <b} (a, b€ R, a<b) offenes Intervall

Wir ordnen allen diesen Intervallen die Lénge |J| = b — a zu.
(b) Uneingeschrinkte Intervalle:

[a, o[ :={z € R: a <z} (a € R) abgeschlossenes Intervall

|—00, a] :=={z € R: x <a} (a € R) abgeschlossenes Intervall

la, o[ :={z € R: a <z} (a € R) offenes Intervall

|—00, al :=={z € R: x < a} (a € R) offenes Intervall

1.19 Definition (Intervallschachtelung)

Sei (Jp) n € N eine Folge abgeschlossener, beschriankter Intervalle. Diese bildet eine
Intervallschachtelung, wenn

(i) Vn e N: Jpp1 C Jy
(ii) Ve>0In e N: |J,| <e

Vollstandigkeitsaxiom

(V) Fiir jede Intervallschachtelung gilt:

() #0

neN
dh.dx e RVneN: z e J,

x ist eindeutig bestimmt, d.h. 31z e Rvn e N: z € J,

1.20 B-adische Entwicklung (fiir reelle Zahlen < [0, 1])

Sei B € N, B > 2. Wir nennen Z € {0, ..., B — 1} eine Ziffer zur Basis B.

21



1 Reelle Zahlen
(a) Sei (Zk)yen eine Folge von Ziffern zur Basis B. Dann ist (Jy,),,cy mit
n n
ZZk -B7F, sz B k4 B
k=1 k=1

eine Intervallschachtelung.

Die Folge

Iy = C [0, 1]

n
k=1 neN

heifst B-adische Entwicklung der eindeutig bestimmten reellen Zahl x € () J,.
neN

o0
(Hierfiir schreiben wir spiter 2 = Y. Z;, - B™F)
k=1

(b) Sei 0 < z < 1. Dann besitzt = eine B-adische Entwicklung.

Bemerkung: Im Fall > 1 erhélt man

oo
r= Y ZyB7* fiir ein kg € Ny
k=—ko

Das ergibt sich aus der Ungleichung

BFo < < BMT! und der Anwendung von 1.20 auf 4.

1.21 Definition (Lipschitzstetigkeit)

Sei I € R ein Intervall. f : I — R heifst lipschitzstetig, wenn
AL > 0Vzy, o € 1: |f (z1) — f (z2)| < L|z1 — 22|

L wird als Lipschitzkonstante bezeichnet.

f(z1)—f(z2)

T1—T2

< L (z1,22 € I, 21 # x2)

Betrag der Sehnensteigungen ist durch L beschrdnkt. L unabhéngig von x;, xa!

Bemerkung:

(a) f lipschitzstetig, = f stetig
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1 Reelle Zahlen

(b) I beschrénktes Intervall, f : I — R lipschitzstetig = f beschrinkt, d.h.

M >0vVzel. |f(x)| <M

1.22 Zwischenwertsatz (Vorldufige Fassung)

Sei I = [a, b] ein beschrinktes Intervall, f : I — R sei lipschitzstetig, f (a) <0, f(b) >0
(oder umgekehrt f(a) > 0 und f(b) < 0 ). Dann gibt es [mindestens| ein x € I mit

f(x)=0.

1.23 Corollar (Vorldufige Fassung)

Sei I = [a,b] ein abgeschlosses beschrinktes Intervall, f : I — R sei lipschitzstetig und
y eine reelle Zahl zwischen f(a) und f (b). Dann gibt es (mindestens) ein z € I mit

f(z)=y.

Bemerkung: Wegen der Eigenschaft, dass f jeden Wert zwischen f(a) und f (b) an-
nimmt, bezeichnet man 1.22 bzw. 1.23 als Zwischenwertsatz.

1.24 (k-te Wurzel)

Sei k € N, k > 2. Dann gilt:

(a) Die Funktion [0, co[— [0, oo[,z — z* besitzt genau eine Umkehrfunktion.
(Bezeichnung: x — {/x)

(b) (@) =a = VaF (a2 0)
Va-b= ¥a- b (a,b>0)
() 0<a<b= {a< Vb

Bemerkung:

1. Fiir k ungerade lisst sich zeigen, dass die Funktion R — R, 2 +— zFbijektiv ist.
Man kann also in diesem Fall die k — te Wurzel auf ganz R definieren.

2. Die Funktion x — ¥z (z > 0), k € N, k > 2 fest, ist lipschitzstetig auf [a, oo fiir
jedes feste a > 0, aber nicht lipschitzstetig auf [0, ool.

23



2 Folgen und Grenzwerte

2.1 Definitionen (Grenzwert, Limes)

Sei (an),cy eine Folge reeller Zahlen und @ € R. Dann heit (a,), .y konvergent gegen
a:<=VYe>03nge NVn>ng: |a, —a|] <e¢

a wird als Grenzwert oder Limes der Folge (ay),,cy bezeichnet.

Schreibweise: lim a, = a oder a,, — a (n — )
n—oo

Ist a = 0, so heikt (ay,),cy Nullfolge.

Eine Folge wird als konvergent bezeichnet, wenn sie gegen eine reelle Zahl konvergiert.

Andernfalls heifst sie divergent.
g g

] | I
] 2 I
-

U (a) lan, — a| < e & a, € Us (a)

Mit Hilfe der offenen e- Umgebung von a (¢ > 0)
Us(a)=la—¢c,a+e[={zeR: |z —a|] <e}

lésst sich auch sagen:

(an),enkonvergiert gegen a <

In jeder e- Umgebung liegen fast alle Folgeglieder an.

LFast alle” bedeutet hier ,alle mit Ausnahme hochstens endlich vieler”.

2.2 Folgerung

(a) Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist beschrankt, d.h.
dM >0VneN: |a,| <M

(b) Falls a,, — a # 0(n — o0), dann sind fast alle a,, # 0 und es gibt ny € N, so dass
L) beschrankt ist, d.h. AM >0 dng € NVn > ng : % <M

an n>no ‘ ’VL‘ -

(c) Falls ap, >0 (n € N) und a,, — a, dann gilt a > 0.
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2 Folgen und Grenzwerte

Bemerkung: Aus a, >0 (n € N) und a,, — a folgt im allg. nicht a > 0.

2.3 Satz

Jede Folge reeller Zahlen besitzt hochstens einen Grenzwert.

2.4 Lemma

Seien (an), ey Und (bp), oy Folgen reeller Zahlen, A € R.
Dann gilt:

(a) ap = 0<% |ay| — 0
(b

(c
(d) b, >0 (neN), |ay| <b, (neN), by - 0=a, —0

ap—=0=>X-a,—0

a, — 0A b, — 0=a, +b, — 0

)
)
)
)

2.5 Rechenregeln |

Seien (an),eny (On)nens(Cn)pen Folgen reeller Zahlen. Dann gilt:

(a) an — a s an—a— 0 |ay, —al — 0= |ay| — |al

lima,=a < lim (a, —a)=0

n—oo n—oo
< lim |a, —al =0 < lim |a,| = ‘ lim a,
n—oo n—oo n—oo

(b) ap - a Nb,—b=a,+b, >a+bAa,—b,—>a—>b

lim a,, existiert A lim b, existiert = lim (a, + b,) = lim a,+ lim b, A lim (a, — b,) =
n—oo n—oo

n—oo n—oo n—oo n—oo
lim a, — lim b,
n—oo n—oo

(¢) ap, —a A b, — b= ay-b, — a-b (insbesondere: a, — a, A€ R= X-a, — \-a)

{ lim a,, existiert A lim b, existiert = lim (ay, - b,) = lim a, - lim bn}
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

(d) an—>a,bn—>b7é0:>27:_>%

lim an
lim a, existiert A lim b, existiert und ist ungleich 0 = lim z—” =0
n—o0 n—o0 n—oo ’n o On
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2 Folgen und Grenzwerte

(e) ap —a ANb, —bANa,>b,( neN)=a>b

lim a, existiert A lim b, existiert Aa, > b, (n € N) = lim a, > lim bn]

n—odo n—oo n—oo n—oo

(f) an—a ANb,—aNa,<c,<b,(neEN)=¢, —a

[ lim a,, existiert A lim b, existiert A lim a, =
n—oo n—oo n—oo

= lim b, Na, < ¢, <b, (n €N)= lim ¢, = lim a, = lim b, ]
n—oo n—oo n—oo n—oo

(Sandwich-Lemma)

2.6 Rechenregeln Il (vorldufige Fassung)

(a) Sei I ein Intervall, a € I, a, € I (n € N) und f : I — R lipschitzstetig. Dann gilt
an —a = f(an) — f(a)

{ lim ayexistiert, lim a, € I = lim f(a,) = f ( lim anﬂ
n—oo n—oo n—oo n—oo

(b) Sei (an),cy eine Folge reeller Zahlen, a >0, k € N, k > 2

anp — a = ¥a, — Va

[ lim aqexistiert A a >0 (n € N) = lim ¥a, = §/ lim an}
n—oo

n—oo n—oo

Bemerkung:

1. Mit dem spéter zu behandelnden Begriff der Stetigkeit l4sst sich (a) folgendermafen
formulieren:
Jede lipschitzstetige Funktion ist stetig.

2. (b) enthilt die die Aussage, dass die k-te Wurzel auf [0, co] stetig ist.

3. In (b) kann fiir k£ ungerade die Voraussetzung a,, > 0 entfallen.

2.7 Einige Grenzwerte

Sei k € N. Dann gilt: lim - =0

n—oo

)
i > 2. ilt: lim 2= =
) Sei k € N, k > 2. Dann gilt HIL%% 0
) Sei a € R, a > 0. Dann gilt: lim {/a =1
n—oo
) Esgilt: lim ¢/n=1
n—oo

(e) Sei ¢ € R, |q| <1, k € Ng. Dann gilt: lim n*-¢" = 0.
n—oo
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2 Folgen und Grenzwerte
2.8 Definition (Haufungspunkt)

Sei (an),cn €ine Folge reeller Zahlen. a heift Héufigkeitspunkt der Folge, wenn gilt:
Ve >0Vng e NIn>ng: |la, —al <e

Mit Hilfe der e-Umgebung von a ldsst sich dquivalent schreiben:

a Haufigkeitspunkt in (a,),cy, genau dann, wenn in jeder e-Umgebung U, (a) liegen
unendlich viele Folgenglieder a,,.

2.9 Folgerung

Sei (an),cy eine gegen a konvergente Folge. Dann ist a der einzige Haufigkeitspunkt von

(a”)nGN'

2.10 Lemma

Sei (In),cn €ine Intervallschachtelung, (N I, = {a}, a, € I, (n € N). Dann gilt
neN

lim |I,] =0 und lima, =a
n—oo n—oo
gilt insbesondere fiir I,, = [4,,, B)]

lim A, =a= lim B,
n—oo n—oo

n
Bemerkung: Aus Lemma 2.10 folgt, dass fiir die B-adische Entwicklung (E akbk>
k=1

neN
von z € [0, 1] gilt:

r= lim Y agB7% = Y a,B7F

=01 k=1

2.11 Satz von Bolzano-Weierstral} (1. Fassung)

Sei (an),cy €ine beschrinkte Folge reeller Zahlen, d.h. IM > 0Vn € N: |a,| < M

Dann besitzt (a,),y mindestens einen Haufungspunkt.
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2 Folgen und Grenzwerte

2.12 Satz von Bolzano-Weierstral! (2. Fassung)

Jede beschrénkte Folge (ay), oy reeller Zahlen besitzt einen kleinsten und einen groften
Haufungspunkt.
(Bezeichnung: liminfa, , limsupa, )

n—oo n—oo

Limes inferior Limes superior

Fiir alle £ > 0 gilt: Fast alle (mit Ausnahme hochstens endlich vieler) Folgeglieder liegen

in [liminfa, — €, limsupa,, + €
n—oo n—00

2.13 Folgerung

Sei (an),cn eine beschrinkte Folge mit einem einzigen Haufungspunkt a. Dann konver-
giert (an),cn gegen a.

2.14 Definition (monotone Folgen)

Sei (an),cy €ine Folge reeller Zahlen. Sie heift

>)
(a) (streng) monoton wachsend :<=Vn € N: a,11 > ay

(<)
(b) (streng) monoton fallend 1< Vn € N: ap41 < ayp

(¢) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) monoton
fallend ist.

2.15 Satz (Konvergenz beschrankter monotoner Folgen)

Jede beschrankte monotone Folge konvergiert.
Bemerkung:

(an) ey monoton wachsend und nach oben beschrinkt = a, < klim ar (n € N)
— 0

Analog fiir monoton fallende nach unten beschrinkte Folgen.

2.16 Definition (Teilfolge)

Sei (an),cy eine Folge reeller Zahlen und (ng), oy eine streng monoton wachsende Folge
natiirlicher Zahlen (d.h. ny < ng < ng < ...)

Dann heifit (a”k>k€N - (anlyangvany ) TellfOIge von (an)neN'
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2 Folgen und Grenzwerte
2.17 Folgerung

Sei (an),cy €ine Folge reeller Zahlen. Dann gilt:

(a) (an),ecy konvergiert gegen a <Jede Teilfolge von (an), oy konvergiert gegen a

(b) a ist Haufungspunkt von (a,),cy ©Es gibt eine Teilfolge (ay)
konvergiert.

nens die gegen a

2.18 Satz von Bolzano-Weierstral} (3. Fassung)

Jede beschrinkte Folge enthélt (mindestens) eine konvergente Teilfolge.

2.19 Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen
Mittel

Seien ay, ag, ..., an > 0 (n > 2fest). Dann gilt Yaj -ag - ... - a, < w, wobei Gleich-
heit genau dann eintritt, wenn ay = a2 = ... = a,

2.20 Folgerung

Ein Produkt aus n positiven reellen Zahlen mit konstanter Summe ist am grofiten, wenn
alle Faktoren gleich sind.

2.21 Definition und Satz

(a) Es gilt

1\" "1
= 1i 10 — = i - | =
< = im <1 + n) Jdim > o 0=
Eulersche Zahl k=0

(b) Die Funktion exp : R — R, exp (z) = limy—oo (1 + £)" ist wohldefiniert und wird
als Exponentialfunktion bezeichnet.

(c) Vai,29 € R: exp (z1 + x2) = exp (x1) - exp (22)
Bemerkung: e = 2.71828...
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2 Folgen und Grenzwerte

Bemerkung:
o0 k:
li =: E tialreih
exp(z) = lim Z 1 kzo x (Exponentialreihe)

limp— oo (14+£)7

2.22 Folgerung

(a) exp(0) =1, exp(l) =e, exp(—e) = m (x €R),exp(z) >0 (zeR)
(b)

exp(m) = € (méeZ)
exp(1) = e (neN,n>2)
exp(m-z) = (exp(z))" (m€Z, xeR)
exp () = R{/exp(z) (neN,n>2 z€eR)

(¢) #1 > w2 = exp(21) > exp (z2) (21, 22 €R)
(d) exp (z) ist lipschitzstetig auf |—oo, a] (a € R fest)
(€) o — & = exp (an) — exp (2)

lim z,exist. = lim exp (z,) = exp hm 0 Ty,

(f) exp (R) = |0, oof
Ry

Bemerkung: Wegen 2.22b und 2.21c schreiben wir exp (z) = e%, insbesondere e’ =

Lel =e e =1L ento2=¢m1.e%2 und ™ = (e%)™ (m € Z)

[! (e¥)™ ist bisher nur fiir m € Z definiert !]

2.23 Satz und Definition

(a) Die Funktion R — Ry, x +— exp (z) besitzt genau eine Umkehrfunktion
(Bezeichnung: In : Ry — R, natiirlicher Logarithmus)
(b) e =2 (2 >0),lne®* =2 (z€R)

xl =Inz; —Inxy (21, 2 > 0)

In(zy-22) =Inzy +Inwy, In?
Inz™=m-Inx (meZ,x>O)
(c) 0<z1<mg=Inz <lnzy (21,22 >0)
(d) In ist lipschitzstetig auf [a, co[ (a > 0 fest).

() zn>0 (neN),z>0,z, >z =Inz, - Inz
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2 Folgen und Grenzwerte

Vorbemerkung: FEs gilt fiir a > 0

— (elna)m — emlna (m c Z)

B

,”/elna — e% Ina
——
%/exp(lna)=exp(Ina)
Yam  — e%lnam — e%lna
~——
m
an:=

Wir definieren deshalb fiir ¢ > 0
a® := "M% (1 e R)

(Exponentialfunktion zur Basis a)

2.24 Satz

Sei a > 0, b > 0. Dann gilt:

ax‘1+$2 = aq*1.qg%*2 (1'1, T9 € R)
(@) (a-b)" = a"-b" (3)"=f (z€R)
(aarl)IZ = %12 (331, T2 € R)

(b) Sei a > 1. Dann z; < g2 = a™ < a™ (z1, T2 € R)
Sei 0 < a < 1. Dann 1 < z9 = a™ > a™ (x1, 2 € R)
(c) 11 =z = a" — a”
Sei ab jetzt a > 0 und a # 1. Dann gilt

(d) Die Funktion Ry, x — a® besitzt genau eine Umkehrfunktion (Bez. log, = Loga-
rithmus zur Basis a).

Es gilt log,(z) = B2 (2 € R)

~ Ina
(¢)

log,a® = 2 (z€R),d%%®=z (z>0)
log (z1-22) = log,x1 +log,x2 (z1,22 > 0)
log, <i1> = log,z1 —log,z2 (21,22 > 0)
2
log, (x7?) = z2log,z1 (x1 > 0,22 € R)

(f) z1>0 (neN),z>0, z, — = log,z, — log, =
(g) Sei jetzt a >0, b € R.

ap >0 (nGN),an—>a,bn—>b:>a2"—>ab
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2 Folgen und Grenzwerte

an >0 (ne€N), lima, >0, lim b, exist. = lim a’* = ( lim an>"lgm“bn
n—o0 n—o0 n—00
Bemerkung:
1. Neben log, = In werden h#ufig noch
log, =: 1d (Logarithmus dualis)
log,o =: lg (Zehnerlogarithmus)
verwendet. Sie sind nach (d) jeweils konstante Vielfache von In.

2. Ohne die Voraussetzung a > 0 kann (g) falsch sein. (UA)

2.25 Definition

Eine Folge (an),,cy heilst bestimmt divergent gegen +oo bzw. (—o0), wenn

VM >0dng e NVn>ng: a, > M
bzw. (an, < —M)

Schreibweise:
a, — oo (bzw.a, — —o0)
lim a, = oo (bzw. lim a, =—00)
n—oo n—oo
Bemerkung:
1
an>0 (neN),a,—0 = — >
an
1
anp <0 (neN),a,—0 = — — -
ap
1
anp —00 = — —0
Qn,
1
ap — —00 = — — 0
an

2.26 Satz (Wachstumsverhalten der Exponentialfunktion und des
Logarithmus)

(a) Sei a > 1, § > 0. Dann gilt:

xn>0(n€N),xn—>oo=>‘f—g—>oo(bzw. ax.ﬁ —0)

Tn

[Spiter schreiben wir hierfiir: lim %5 = oo]
a—00 70

,»,a% wachst fir £ — oo schneller als jede Potenz”
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2 Folgen und Grenzwerte

(b) Sei a > 1, k € Ny. Dann gilt:
Ty — —00 = xk g% — 0
[spiter: lim zF - a® = 0]

Tr—00

(¢) Sei a > 1. Dann gilt:

Ty — 00 = log, z — 00
[Spéter: lim log, z = oo
Tr—0o0

(d) Sei a > 1. Dann gilt:
zn >0 (neN), z, — 0= log, (z,) » —c0
[Spater: lim log, () = —o0]

z—0t
e) deta > 1, p > 0. Dann gilt
(¢) Seia>1, > 0. Dann gil

xn>0(n€N),xn—>oo¢M—>0
X

Slane Tim 108a(2) _
[Spéter: len;oT =0
»log, () wichst fiir x — oo langsamer als jede Potenz”
(f) Sei @ > 1, > 0. Dann gilt
2n >0 (neN),z, — 0= ahlog,(r,) =0

[spiter: lim,_,q+ 27 log, () = 0]

Bemerkung: Auf die Formulierung entsprechender Aussagen fiir 0 < a < 1 wird ver-
zichtet, weil sie sich leicht iiber die Beziehungen a* = (%)ﬂ und log, (z) = —log1 (x)

gewinnen lassen.

2.27 Definition (Cauchyfolge)

Eine Folge (ap)nen reeller Zahlen heifit Cauchyfolge, wenn

Ve>0 INeN Vn,m>N:la,—an| < ¢

2.28 Satz (Cauchykriterium fiir Folgen)

Sei (an),cy €ine Folge reeller Zahlen. Dann gilt:

(an)pen konvergent << (an),cy Cauchyfolge
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