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O Grundlagen

Aussagenlogik Vorrangregel:
-~
A | B | ANB | AVB SO SN
w | w w w abnehmender Vorrang
wo ! v 0.1 Gesetze der Aussagenlogik
f w f w
s f f
(a) AvB < BVA .
P (b) ANB o BAA Kommutativgesetze
-A
w f (c) (AVB)VC & AV (BVC) Assoziativgesetze
f " (d) (AANB)AC < AAN(BAC)
(e) (AVB)AC < (ANC)V (BAC) o
() (AABVC & (AVC)A(BVC) Distributivgesetze
Mengenoperationen
(g) -(AVvB) & -AA-B
(b) “(AAB) & —AV-B DEMORGANSCHE Regeln
ANB  ={z:z€ ANz € B}  Durchschnitt Q) A o A Doppelte Verneinung
AUB  ={zx:z€ AvaxeB} Vereinigung
A\B ={r:ze€ ANz ¢ B} Differenz von A und B“.A ohne B
x ¢ A  ist gleichbedeutend mit - (z € A)
0.2 Schlussweisen
Aquivalenz (a) A=B)AB=A) = (A<hB)
b)) AeBABesC) = (As0)
() A=B)AB=C) = (A=0C)
A|B |AsB
w | w w 0.3 Allgemeingiiltige Aussagen
w | f f
flw f
f f w (a) A=B & -AVB

(b) (A=B) < -B=-A Kontrapositionsgesetz

Implikation: A = B.
AVAc AL ANAS A AV A ANfe f

Quantoren
A ‘ B ‘ A= B ‘ Bedeu.tun.g . -(VzxeM: A(z)) < Iz e M: -A(x)
w | w w saus richtigem folgt richtiges®
w f f saus richtigem kann nichts falsches folgen* ~(FreM: Az)) &V eM: ~A(z)
f w w ibliche Ergdnzung - ,Ex falso quodlibet®,
f f w also ,,aus Falschem folgt Beliebiges® Ve e MVyeN: Az, y) & Vye NVz € M: Az, y)



VeeM: A(z) & Ve:ze M= A(x)
JreM: A(z):3zx: ze€ MANA(x)

-Vz: A(z) & 3z : ~A(x)

-3z : A(z) & Vz: ~A(x)

Ve : (A(z) AB) & (Vz: A(z)) AB

Ve : (A(z)VB) e (Vz: A(z)) VB

Jz: (Alx)AB) e (Fz: A(x))AB

Jz: (A(x)VB) e (Fz: A(z)) VB
Ve : (A(z) AB(x)) & (Vo : A(z)) A (Vz: B(x))
dz: (A(z)VB(z)) & Fz: A(z))V (3z: B(z))

Nicht allgemeingiiltig sind

Vo : (A(z) V B(z)) & (Vo : A(z)) V (Vo : B(z))
Jz: (A(z) AB(z)) & (Fz: A(z)) A Bz : B(z))

0.6

Mengenoperationen

A=B & Vzx:zxe€Asxe B  Mengengleichheit formal
ACB & Vz:azeA=x€B A Teilmenge von B
PA) = {M:McCA} Potenzmenge von A: Menge aller Teilmengen von A

Folgerung (Mengenoperationen)

ACBABCA & A=B
ACBANBCC & AcCC

(a)
(b)

Regeln (Mengenoperationen)

Ei)) ﬁ g g z g % ﬁ } Kommutativgesetz
(c) (AuB)UC = AU(BUCQ) L

(d) (ANB)NC = An(BNC) Assoziativgesetz
(e) (AuB)nC = (AnC)u(Bn<QC) e

(f) (ANB)UC = (AUC)N(BUC) Distributivgesetz

AUA=A ANA=A AUD=A, ANnO=1

0.7 satz (Mengenoperationen)

(a) M\(AuB) = (M\A)N
(b) M\(ANB) = (M\A)U
() M\ (M\A) = MNA

0.8 Folgerung (Complement)

(M \ B)
(M\ B)

Seien A, B, M Mengen, AC M, BC M.CyA:=M\ A CyB:=M\B

(a) C]u (AUB) = C]V[AQCMB
(b) Car (ANnB) = CmAUCyB
(C) EA{CA{A = A

0.9 Definition (Indexmengen)

Sei I eine nicht leere (Index-)Menge und A; fiir jede ¢ € I eine Menge. Dann

(a) UAi={z:Fiel:zec A}
i€l
Menge aller x, die in mind. einem A;enthalten sind
(b) NAi:={z:Viel:ze€ A;}
iel
Menge aller z, die in jedem A;enthalten sind.
1. Falls I = {1,...,n}, dann gilt

=A, UA U

=ANAxN---

Vereinigung der Mengen A;(i € I)

Durchschnitt der Mengen A;(i € I)

S UA,
N Ay,



0.10 Regeln (Durchschnitt u. Vereinigung von Indexmengen)

() (UA)un =
(b) (fQIAi)mM -
© (fLGJIAi)mM -
@ (Najum =
(e) ZM\_LEJIAl =
O M\NA =

U (A; U M)
(A-ﬂM)
(A; N M)
(
(
(

.

ADADACHDA

A; UM)
M\ A;)
M\ A;)

.

N

.
m
~

0.11 Definition (Kartesisches Produkt von Mengen)

Seien Ay, ..., Ay endlich viele Mengen (k > 2). Dann heift

Al X Ag X -+ X A :={(a1,az2,...,ak) :

das Kartesisches Produkt der Mengen A, ..., Ag.

Falls Ay = Ay = --- = Ay, schreibt man AP = Ax ...

0.12 Abzdhlungen einiger endlicher Mengen

Fakultit, Binomialkoeffizient
(a)

nli=nx(n-1)x---x1

|
(Z) ::ﬁ (n € No,k € N,0!':

(a)

(neN,0!:=

Vie{l,...,k}: a; € A;}

x A und setzt A :=

0.14 sat: (Mengen)

Sei A eine Menge aus n Elementen, n € N. (Schreibweise |Al =n). Sei k € N.
~
Anzahl der Elemente
Dann gilt:
(a) X .
|A%| = | (T1,...,2Tk) fZn, ..., Tr € Al=n
—_——
k-Tupel aus Elementen von A

(b)

| (1’1,...7l‘k) ST, .., Tk € A, Vi#j:x #x; |

—_—— N—————
k-Tupel ohne Wiederholung x1,ro paarweise verschieden
aus Elementen von A
=n-n—-1)----(n—k+1)firl<k<n

(c)

I{ {z1,..., 21} cx1, .., T €A, ViF£ G xy £ x5}

N————
k-elementige Teilmenge von A
= (n) fir0<k<n
k
(d)
| P(A) | =2"

Potenzmenge = Menge aller Teilmengen von A

(e) Seiz #y,0 <k <n.

(21, zn) €{a )™ [{i: 2o = a}| =k} = <Z>

n-Tupel, bei denen x k-fach vorkommt und y n-k-fach vorkommdt.

015 Relationen und Funktionen

Definition

Seien X, Y Mengen, R C X x Y. Dann heifit das Tripel (X, Y, R) Relation zwischen X und
Y. Falls X =Y spricht man von einer bindren Relation oder einer Relation auf X. In diesem
Fall benutzt man die Schreibweise

z~y < (r,y) ER

und schreibt: (x,~) an Stelle von (X, Y, R)



0.16 Definition (Umkehrrelation) 0.21 satz - Assoziativitat der Verkettung

Seien f: X — Yi,9:Ys = Z1, h: Zo — W Abbildungen mit f(z) C Y2 und g(Y2) C Zo.

-1 -1
Sei R = (X, Y, R) eine Relation. Die Relation (Y, X, R) mit R = {(y,z) € Y xX : (z,y) € R} Dann gilt:

—1
heiflt Umkehrrelation von R (bzw. R). (hog)of=ho(gof)
0.17 Abbildung, Funktion 0.22 Definition
Eine Relation f = (X, Y, R) heifit Abbildung der Funktion, wenn gilt Sei f: X — Y eine Abbildung.

VeeX J1 yeY(z,yeR) (a) f heifit injektiv, wenn

“genau ein

Va1, z2 € X : xlyéxQéf(m)#f(M)

Va1, x2 € X & f(z1) = f(z2) = 21 = 22

(b) f heibt surjektiv, wenn

0. ]_8 Bezeichnungen f(X)=Y

(c) f heilit bijektiv, wenn f zugleich injektiv und surjektiv ist.

(a) Sei X eine Menge, id, : X — X, x — = heit Identitdt auf X.

(b) Sei X eine Menge A C X. Ly : A — X,z — x heiflt Einbettung oder Inklusion von A in

X.

(c) Sei f : z — y eine Funktion, A C X.f|la, A = Y, z — f(z) heift Einschrinkung oder 0.23 Lemma

Restriktion von f auf A

Bemerkung: La = id|A. Seien f: X — Y und g : Y — Z Abbildungen. Dann gilt:

(a) g o f injektiv = f injektiv
(b) g o f surjektiv = g surjektiv

0.19 Biid, urbild

Sei f: X — Y eine Abbildung (— Funktion), AC X, BCY. 0.24 Umkehrfunktion
(a) f(A) ={f(x):x e A} ={yeY :Ix € A:y = f(x)} heifst ,Bild von A unter f

—1 Eine Abbildung g : ¥ — X heifit Umkehrfunktion oder Umkehrdarstellung zu f : X — Y,
b)f(B)={reX:f(z)eB}={xe€ X :3yec B:y= f(x)} heiit ,Urbild von B unter f*. wenn gilt:
go f =idz, d.h. g(f(z)) =z(z € X)
und

fog=idy,dh. f(g(z)) =ylyeY)
0.20 Verkettung von Abbildungen

Seien f: X — Y: und g : Yo — Z Abbildungen mit f(z) C Ya.

Die Abbildung 0.25 satz
X = Zx— g(f(z))

heifst Verkettung von g mit f und wird mit g o f bezeichnet. Es gilt:
(a) f: X — Y bijektiv < f besitzt eine Umkehrabbildung



-1
(b) f: X — Y bijektiv, BCY = f(B)=f"'(B)
(c) f: X — Y bijektiv= (fH) "t =Ff
(d) f: X — Y bijektiv, g: Y — Z bijektiv = g o f bijektiv und (go f) "' = f tog™?!



]_ Reelle Zahlen

Korperaxiome

Auf der Menge R sind zwei Verkniipfungen gegeben
+:RxR—=R, (z,y) o x+y

RXR =R, (z,y)ez-y (bzw. zy)
die folgende Regeln (Axiome) erfiillen:
(K1) Assoziativgesetze

Vegyzer: (z+y)+z = z+(y+2),
(z-y)-z = x-(y-2)
(K2) Kommutativgesetze
vz,yER : r+y = y+uz,
T - y = y -

(K3) Existenz und Eindeutigkeit der neutralen Elemente 0 und 1, 0 # 1 mit

VreR: 240 ==z
VreR: z-1 ==z

(K4) Existenz und Eindeutigkeit der inversen Elemente

Vzer J1 yer : z4+y = 0 (Bez —x)
Vaer\ {0} S yer: 2x-y = 1 (Bez.z™%)

exist. genau 1

(K5) Distributivgesetz
Voyzer: x-(y+z)=z-y+zx-2

1.1 Definition (Subtraktion und Division)

Seien z,y € R
s—y =+ (-y)

g =z-y ! , (falls y # 0)

Insbesondere: % =y Y

1.2 Rechenregeln

Im Folgenden seien z, y, u, v € R. Dann gilt

(a) () == ;zx @#0)

(b) ~(e+y)=-r—y, =15 (#0y#0)
() y=0<=2x=0vVy=0

(d) (1) == -z, (-2) (-y) =
(

)

LR L R

zr Yy Ty

v w2

r Yy Yy

Soo = 2 (@ A0y #0)

Tz y zy
o= W20,y #£0,0#£0)
a v

13 Summen-, Produkt- und Potenzschreibweise

n 0

in =xz14+ 22+ 2, (n €EN), Z (leere Summe)

i=1 pa—

Hwi =21-%2 ... -ZTn (nEN), Hml =1 (leeres Produkt)
x" ::x~...~~-x:Hm (n €eN),

2% :=1(auch 0° :=1); 27" = (1)" (n €N,z #0)

Verallgemeinerung

zn: Tm + Tmy1+...2n (Mmyn €Z,m<n)
T =
0 (m,ne€Z,m>n)

i=m



Folgerungen

(1)

(2)

(4) Fiir jede bijektive Abbildung ¢ : {1, ...,

ﬁ Tm  Tmtl e Tn  (Myn €Z,m<n)
T =
1 (m,n € Z,m > n)

3
8
Il
7N
[
8
——
+
N
I
[
8
——
3
3
m
N
A
3
AN
2

"zt = ™t (m, n € Ng,z, y € R)
(x’Vn)n — m-n
(@-y)" = a"-y"

n} — {1, ..., n}gilt:

n n
So =3
i=1 i=1

Indexverschiebung

3

Bemerkungen:
1.
n
Z(ak ak+1) = Qo — Gn+1
k=0
Z(ak+1 —ag) Gn41 — Qo
k=0
2.
~ _ n+l)
2
k=0
1.4 Binomischer Satz
Sei z,y € R, n € Nyg. Dann gilt
(x+y)" = )wky"_k
k=0
1.5 Geometrische Summenformel
(a) Sei z, y € R, n € Ny, dann gilt:
mn+1 _ yn+1 _ _ y) . Z xnfkyk
n
= @y Yty
k=0
(b) Sei ¢ € R, g # 1, n € Ng. Dann gilt
iqk _ 1_qn+1 _ qn+1_1
= I-¢q g—1



1.6 Definition (Polynom vom Grad n)

Sei n € Ny, ag, ..., an € R. Die Funktion p : R — R, p(z) = 3 arz”® wird als Polynom
k=0
bezeichnet. Ist a, # 0, so heift n Grad des Polynoms (Bez.: grad p) und a,, Hochstkoeffizient.

& € R heisst Nullstelle von p, wenn p(§) =0

Das Nullpolynom, definiert durch p(z) := 0 (z € R), zdhlt zu den Polynomen und erhilt den
Grad -1.

1.7 satz

(a) Sei p ein Polynom von Grad n > lund (eine Nullstelle von p. Dann gibt es ein Polynom ¢
mit Grad ¢ =n — 1, so dass

pz) = (z=¢-q(x) (zeR)
(b) Jedes Polynom von Grad n lisst sich schreiben als

plx) = (=™ ... (x—&)" q(x)

(ﬁu &™) a@) (eR)

i=1

mit £ € No, mq, ..., mg €N, &1, ..., & € Nund ¢(z) # 0 (z € R).
Auferdem gilt grad p =m1 +...m¢ + grad q.

(c) Jedes Polynom von Grad n > 0 besitzt héchstens n verschiedene Nullstellen.

(d) Falls zwei Polynome > ax-z" und 3. by, -2* an mindestens n 4 1 Stellen iibereinstimmen,
k=0 k=0
dann gilt ap = b fir alle k=0, ..., n.

Anordnungsaxiome

(A1) Fiir jedes = € R ist genau eine der folgenden Aussagen
x>0, =0, —xz>0

wahr.

(A2)
Vewer: @ > 0Ay>0=>z4+y>0

(A3)
Veyer: € >0Ay>0=>2z-y>0

1.8 Definition

Seien z, y € R.
r>y <= x—y>0
rT>y = x>yVr=y
r<y = y>cz
r<y <= z<yVvVe=y

1.9 Rechenregeln (Auszug)

Seien z, y, z, a, b € R. Dann gilt

(a)

x>yAy>z=x>z (Transitivitit)

(b)
x>y < rta>y+ta
z>yNa>b = z+a>y+b

r>yNa>0 = a-xz>a-y
r>yNha<0 = a-zxz<a-y

z#0=2>>0 (insbesondere 1> 0)

1 1
x>y/\y>0:>§>;>0
————

z>y>0

1.10 Definition (Betrag von x)

T falls x > 0

Sei € R. Dann |z| :=
—x fallsx <0



1.11 Folgerungen

Sei x € R, M > 0. Dann gilt

(a)

|z| >0, |—z|=|z|>, |z|=0&2=0
(b)
2| <M & -M<z<M
gl <M & -M<z<M
—lz] <<zl

(c)

1.12 sat. (Dreiecksungleichung)

Seien z, y € R. Dann gilt
(a) [z +yl < |2 + [yl
(b) [lz] = lyl[ < |z —yl

Natiirliche Zahlen und vollstiandige Induktion

1.13 Definition (min M, max M)

Sei M eine nichtleere Teilmenge von R. Dann heifit m € M kleinstes bzw. grofites Element von
M, wenn gilt:

YVaoeM : m<a

YaeM : a<m

Bezeichner: min M bzw. max M.

]. . 14 Lemma

Sei M C N, M # (. Dann existiert min M.

1.15 Prinzip der vollstdndigen Induktion

Sei A(n) fiir jedes n € N eine Aussage.

Sofern:

A(1) wahr ist (Induktionsanfang)

und fiir jedes n € N

A(n) = A(n + 1) wahr ist (Induktionsschluss)
dann gilt fiir jedes n € N

A(n) wahr

1.16 Bernoullische Ungleichungen

Seiz eR, x> —-1,n€Np. Danngilt (14+2)" >1+n-z

1 . ]. 7 Potenzsummen

Sei k € No. Dann ist Sy : N — N, Si (n) = 3_i" ein Polynom (in n) vom Grad k + 1 und es
1=0

gilt:

1 k—

1k+1
b

Si(n) = ;(’““) () (nen)

Jj=

Folgebegriff, reflexive Definition

Unter einer Folge von reellen Zahlen versteht man eine Abbildung N — R, n — an,.

Schreibweise: (a,) n € N oder (a1, a2, as, ...)

(A4) Archimedisches Axiom

VreRIneN: n>z



1.18 Folgerung 1.20 B-adische Entwicklung (fiir reelle Zahlen € [0, 1|)

(a) zu jedem = € R gibt es genau ein z € Z,sodass Ve e RF1z € Z: z2 <z <z+1 Sei B€ N, B > 2. Wir nennen Z € {0, ..., B — 1} eine Ziffer zur Basis B.
(b) Ve >03n e N: L < ¢ (Satz des EUDOXOS) (a) Sei (Zk)cy eine Folge von Ziffern zur Basis B. Dann ist (Ja),, oy mit

(c) Sei @ > 0. Dann Ve >03In e N: 5% <¢ n n
—k —k —n
ZZk'B ,ZZk'B + B
k=1 k=1

Jn = c [0, 1]

eine Intervallschachtelung.
Bezeichnung fiir Intervalle: Die Folge

(a) Beschrankte Intervalle: (ZZ’“ . Bk>
k=1 neN

a,b]:={zeR: a<z<0b} (a,beR, a<b) abgeschlossenes Intervall
heifit B-adische Entwicklung der eindeutig bestimmten reellen Zahl z € () J,.
a,b:={zx €R: a<z<b} (a,b€R, a<b) halboffenes Intervall neN

a, b :={r€R:a<z<b} (Hierfiir schreiben wir spiter z = 3 Z; - B~F)

a, b:={rx €R: a<z<b} (a,beR, a<b) offenes Intervall ) ) k=1 ] )
(b) Sei 0 < x < 1. Dann besitzt = eine B-adische Entwicklung.

[
[
]
]
Wir ordnen allen diesen Intervallen die Lange |J| = b — a zu.

(b) Uneingeschrinkte Intervalle:

a, o[ :={z € R: a <z} (a € R) abgeschlossenes Intervall Im Fall z > 1 erhilt man

— = : < )
00, a] :={x € R: z < a} (a € R) abgeschlossenes Intervall r= S ZuB~" fiir ein ko € No

[
]
]
]

a, o[ :={z € R: a < z} (a € R) offenes Intervall k=—ko
—00, a[:={z € R: z < a} (a € R) offenes Intervall Das ergibt sich aus der Ungleichung

B* <z < B*T! und der Anwendung von 1.20 auf SEOFT-
1.19 Dpefinition (Intervallschachtelung) 1.21 Definition (Lipschitzstetigkeit)
Sei (Jn) n € N eine Folge abgeschlossener, beschriankter Intervalle. Diese bildet eine Intervall- Sei I € R ein Intervall. f: I — R heifst lipschitzstetig, wenn
schachtelung, wenn 3L > 0Vay, 20 € I : |f (21) — f (2)] < L|z1 — 22
(i) VneN: Juy1 CJn L wird als Lipschitzkonstante bezeichnet.
(i) Ve > 0In eN: [Ju| < e ‘M <L (21,00 €1, 11 # 22)

x1—xTo —

Betrag der Sehnensteigungen ist durch L beschrénkt. L unabhingig von z1, z2!
I beschréanktes Intervall, f : I — R lipschitzstetig = f beschrinkt, d.h.

Volistdndigkeitsaxiom IM>0vVz el |f(z) <M
(V) Fiir jede Intervallschachtelung gilt:

DNJ" #0 1.22 Zzuwischenwertsatz (Vorldufige Fassung)

dh. Jz e RV €Nz € Jn Sei I = [a,b] ein beschrinktes Intervall, f : I — R sei lipschitzstetig, f (a) <0, f(b) > 0 (oder
x ist eindeutig bestimmt, d.h. 1x e Rvn e N: z € J, umgekehrt f (a) > 0 und f (b) < 0 ). Dann gibt es [mindestens| ein x € I mit f (z) = 0.



1.23 corollar (Vorldufige Fassung)

Sei I = [a,b] ein abgeschlosses beschrianktes Intervall, f : I — R sei lipschitzstetig und y eine
reelle Zahl zwischen f (a) und f (b). Dann gibt es (mindestens) ein z € I mit f (z) = y.

1.24 (k-te Wurzel)

Sei k € N, k > 2. Dann gilt:

(a) Die Funktion [0, co[— [0, oo[, = ++ x* besitzt genau eine Umkehrfunktion.
(Bezeichnung: = — ¥/x)
(b

(V)" =a= Vd* (a>0)
\/ﬂ:ka. b (a,b>
¢)0<a Ya < Vb

Asl
l}

—

1. Fiir k ungerade lisst sich zeigen, dass die Funktion R — R, z — z*bijektiv ist. Man kann
also in diesem Fall die k — te Wurzel auf ganz R definieren.

2. Die Funktion z — {/z (x >0), k € N, k > 2 fest, ist lipschitzstetig auf [a, oo[ fiir jedes
feste a > 0, aber nicht lipschitzstetig auf [0, ool.



2 Folgen und Grenzwerte

2.1 Definitionen (Grenzwert, Limes)

Sei (an),, cy eine Folge reeller Zahlen und a € R. Dann heifst (a,)
Ve >03no eNVn>ng: lan —a|l <e

nen konvergent gegen a <=

Schreibweise: lim a, = a oder a, — a (n — 00)
n—oo

Ist a =0, so heifit (an), oy Nullfolge.

lan —a| < e < an € Us (a)

Mit Hilfe der offenen e- Umgebung von a (¢ > 0)
Us(@)=la—¢c,at+e[={xeR: |z —a| <e}

lasst sich auch sagen:

(an),cykonvergiert gegen a <

In jeder e- Umgebung liegen fast alle Folgeglieder an.

2.2 Folgerung

(a) Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist beschrankt, d.h.

IM>0VneN: |a,| <M
(b) Falls a, — a # 0 (n — o), dann sind fast alle a, # 0 und es gibt ng € N, so dass (ai)

"/ n>ng
beschrankt ist, d.h. M > 0 Ing € NVn > ng : <M

lan| =

(c) Falls a,, > 0 (n € N) und a,, — a, dann gilt a > 0.

23 Satz

Jede Folge reeller Zahlen besitzt hochstens einen Grenzwert.

2.4 Lemma...

2.5 Rechenregeln |

Seien (an),cns (bn),ens(Cn), ey Folgen reeller Zahlen. Dann gilt:

(a) an v a© an—a— 0& |an —a| = 0= |a,| — |a|

lim (an —a)=0
n— oo

lima, =a <
n— oo

& lim jan —a|=0 = lim |a,| = |lim a,
n—oo n—oo n—oo

(b)an —2>a ANb, >b=>an+b, —>a+bAan—b, >a—b

13

[ lim a, existiert A lim b, existiert = lim (an + bn) = lim a, + lim b, A lim (a, — by) =
n—oo

n— oo n—r 00 n— oo n— oo n— oo
lim a, — lim by,]
n— o0 n—oo

(¢) an = a A by = b= an - by — a-b (insbesondere: a, - a, AER=X-an, = A-a)

lim a, existiert A lim b, existiert = lim (an -b,) = lim a, - lim bn}
n—r 00 n—oo n—r oo n— oo n— oo

(d) an = a,bp »b#0=> 42— ¢

lim an
[ lim a, existiert A lim b, existiert und ist ungleich 0 = lim %o = 2= ]

i
n—oo n—»oo ’ﬂl*><>o bn nli}moobn
() an > a Abp =>bAan>by, (NEN)=a>b

lim b,

[ lim a, existiert A lim b, existiert A a, > b, (n € N) = lim a, > ]

n— oo n—oo -
f)an —>aANby,—>aNan<ch <b, (MEN)=c, > a
[

lim a, existiert A lim b, existiert A lim a, =

n—oo n—o0

lim an, = lim by ]
n—oo n—oo

= limbaAan <c¢n <bp (n€N)= lim ¢, =
n—oo

n—o0

(Sandwich-Lemma)

2.6 Rechenregeln 1 (vorldufige Fassung)

(a) Sei I ein Intervall, a € I, a, € I (n € N) und f : I — R lipschitzstetig. Dann gilt
an = a = f(an) = f(a)

[ lim anexistiert, lim a, € I = lim f (an) = f ( lim an)]

n— oo n— oo n— oo n— o0

(b) Sei (an),,cy eine Folge reeller Zahlen, a > 0, k €N, k > 2
an = a = ¥a, - ¥a

. .. S . -
[nlgrgoanemstlert ANa>0(neN)= nh_}rrgo./an = k/nh_{réoan}

2.7 Einige Grenzwerte

(a) Sei k € N. Dann gilt: lim =0

(b) Sei k € N, k> 2. Dann gilt: lim %ﬁ =0
n— o0

(c) Sei a € R, a > 0. Dann gilt: lim a=1
n— o0



(d) Es gilt: lim ¢/n=1
n— oo

(e) Sei ¢ € R, |q| < 1, k € Ny. Dann gilt: lim n* - ¢™ = 0.

n—00

2.8 Definition (Héaufungspunkt)

Sei (an),,cy eine Folge reeller Zahlen. a heiflt Hiufigkeitspunkt der Folge, wenn gilt:
Ve >0Vno € NIn >no: |an —al <e

Mit Hilfe der e-Umgebung von a lasst sich &dquivalent schreiben:

a Haufigkeitspunkt in (a.,)
viele Folgenglieder a,.

nens genau dann, wenn in jeder e-Umgebung Ue (a) liegen unendlich

2.9 Folgerung

Sei (an),cy eine gegen a konvergente Folge. Dann ist a der einzige Hiufigkeitspunkt von

(an)ngN-

2 . 10 Lemma

Sei (In), ¢y eine Intervallschachtelung, () In = {a}, an € I, (n € N). Dann gilt
neN

lim |I,|=0und lima, =a
n— oo n—oo

gilt insbesondere fiir I,, = [4,,, By]

lim A, =a = lim B,
n— o0 n—oo

von z € [0, 1] gilt:
neN

Aus Lemma 2.9 folgt, dass fiir die B-adische Entwicklung (Z akbk)
k=1
r = lim Z/akak =: Zakak
k=1

2.11 satz von Bolzano-WeierstraR (1. Fassung)

Sei (an), cy eine beschrinkte Folge reeller Zahlen, d.h. 3M > 0Vn € N: |an| < M

Dann besitzt (an), .y mindestens einen Haufungspunkt.

2.12 satz von Bolzano-WeierstraR (2. Fassung)

Jede beschrankte Folge (ay)
fungspunkt.

nen Teeller Zahlen besitzt einen kleinsten und einen groften Héu-

(Bezeichnung: liminfa, , limsupa, )
n— oo n—oo
Limes inferior Limes superior

Fiir alle € > 0 gilt: Fast alle (mit Ausnahme hochstens endlich vieler) Folgeglieder liegen in

liminfa, — ¢, limsupa, + €
n—0o0 n—»oo

2.13 Folgerung

Sei (an), cy eine beschrankte Folge mit einem einzigen Haufungspunkt a. Dann konvergiert
(an), ey gegen a.

2.14 Definition (monotone Folgen)

Sei (an)

nen €ine Folge reeller Zahlen. Sie heifit

(>)
(a) (streng) monoton wachsend :< Vn € N: apy1 > an

(<)
(b) (streng) monoton fallend :< Vn € N: any1 < an

(c) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) monoton fallend ist.

2.15 satz (Konvergenz beschrdnkter monotoner Folgen)

Jede beschrinkte monotone Folge konvergiert.
Bemerkung:

(an),cn monoton wachsend und nach oben beschrénkt = a, < klim ar (n €N)
— 00

Analog fiir monoton fallende nach unten beschrinkte Folgen.



2.16 Definition (Teilfolge)

Sei (an), ¢y eine Folge reeller Zahlen und (ny), .\ eine streng monoton wachsende Folge natiir-
licher Zahlen (d.h. ny < n2 < n3 < ...)

Dann heifit (an, ), cny = (@nysGny, ang, -..) Teilfolge von (ay)

neN”
2.17 Folgerung
Sei (an),,cy eine Folge reeller Zahlen. Dann gilt:
(a) (an),cy konvergiert gegen a <>Jede Teilfolge von (an), . konvergiert gegen a

(b) a ist Hiufungspunkt von (an), oy <Es gibt eine Teilfolge (ax,,) die gegen a konvergiert.

keN?

2.18 satz von Bolzano-WeierstraR (3. Fassung)

Jede beschriankte Folge enthdlt (mindestens) eine konvergente Teilfolge.

2.19 Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel

Seien a1, az, ..., an > 0 (n > 2fest). Dann gilt /a1 -az - ... - an < @, wobei Gleichheit
genau dann eintritt, wenn a1 = a2 = ... = an

2.20 Folgerung

Ein Produkt aus n positiven reellen Zahlen mit konstanter Summe ist am gréften, wenn alle
Faktoren gleich sind.

221 Definition und Satz

(a)

Eulersche Zahl

(b) Die Funktion exp : R = R, exp (z) = limpoo (1+ £)" ist wohldefiniert und wird als
Exponentialfunktion bezeichnet.

(c) Vzi,22 € R: exp (z1 + z2) = exp (z1) - exp (z2)
Bemerkung: e = 2.71828...

ok
-5 oY\ 2 —. T ialrei
exp(x) —nh_{réo (1-1— - + n2) _nILH;oE oo kZ:O ! (Exponentialreihe)
limn o0 (14 2)7
= lim (14 2+ %)"
exp() = lim (1+ 3+ 3%)

litmp oo (142 )7

2.22 Folgerung

(a) exp(0) =1, exp (1) = e, exp(—e) = expl(z) (r €R), exp(z) >0 (z€R)
(b)

exp(m) = €e" (meZ)
exp(2) = (e (neEN,n>2)
exp(m-z) = (exp(z))™ (m€eZ, zeR)
exp (%) = Rexp(z) (neN,n>2 zeR)
(c) 1 > @2 = exp (z1) > exp (z2) (21, z2 € R)
(d) exp () ist lipschitzstetig auf |[—oo, a] (a € R fest)

(e) xn = & = exp (xn) — exp ()
lm xnexlst = hm exp (zn) = exp hm mn]

(f) exp (R) =10, OO[
——

Ry
Wegen 2.21b und 2.21c schreiben wir exp (z) = €, insbesondere ¢ = 1,e! = e, e =
L, et =" e und " = (7)™ (m € Z)

223 Satz und Definition

(a) Die Funktion R — R,  + exp (z) besitzt genau eine Umkehrfunktion
(Bezeichnung: In : Ry — R, natiirlicher Logarithmus)
() e™® =z (z>0),lne* =2 (z€R)

117

In(z1-22) =Inz +Inze, In Inzy —Inze (21, z2 > 0)

Inz™ =m-Inx (meZ,m>0)



(c)0<zi <mz=Inz; <lnzs (x1,z2>0)
(d) In ist lipschitzstetig auf [a, co[ (a > 0O fest).
(e zn>0 (neN),z2>0,z, >z =Inz, »>Inz

Es gilt fiir a > 0

m
B — (elna) — enLlna, (m c Z)
1
{L/E — Velna —en Ina
——
N/ exp(ln a):exp(% In a)
1 m
Yam = eglna :e%lna
——
m
amn =

Wir definieren deshalb fiir a >
az = ecvlna (.’L’ c R)

(Exponentialfunktion zur Basis a)

2.24 Satz

Sei a > 0, b > 0. Dann gilt:

a1t = "l . "2 (g1, X0 €R)
(@) (a-b)* = a® b", ($)" =% (z€R)
(awl)x2 = q"r'?2 (.131, T2 € R)

(b) Sei @ > 1. Dann z1 < 2 = a®' < a®? (z1, 2 € R)
Sei 0 < a < 1. Dann 1 < 22 = a** > a®? (z1, 2 € R)
(¢c)z1 = = a"™ = ad”

Sei ab jetzt a > 0 und a # 1. Dann gilt

(d) Die Funktion Ry, © — a” besitzt genau eine Umkehrfunktion (Bez. log, « Logarithmus zur

Basis a).
Es gilt log,(z) = 22 (z € R)
(e)

log,a” = =z (z€R),d® "=z (z>0)
log (z1-x2) = log,xz1+1log,xz2 (x1,22 > 0)
log, (i—l) = log,x1 —log,x2 (z1,22 > 0)
2
log, (z7?) = a2log,z1 (21 > 0,22 € R)

f)z1 >0 (neN),z>0,z, =z =log,z, = log, =
(g) Sei jetzt a > 0, b € R.
anp >0 (nEN),anHa,bn%bial}f%ab

an >0 (n€N), lim a, >0, lim b, exist. = lim o’ = ( lim an)"“

n—o0o n—oo

lim by,

|

log, =: 1d (Logarithmus dualis)
log,, =: lg (Zehnerlogarithmus)

2.25 Definition

Eine Folge (an) heifit bestimmt divergent gegen +o00 bzw. (—o0), wenn

neN
VM >03dno e NVn>ng: an>M
bzw. (an < —M)

Schreibweise:

an — oo (bzw.an = —o0)

lim ap, = oo (bzw. lim a, = —00)
n— oo n— oo
1
an>0 (mMeN),a, >0 = — =00
an
1
an <0 (meN),a,—>0 = — = —00
an
1
an —+00 = — —0
an
1
anp —+—00 = — —0
an

2.26 satz (Wachstumsverhalten der Exponentialfunktion und des Logarithmus)

(a) Sei @ > 1, 8 > 0. Dann gilt:
oh

aTn

a®n

Zn >0 (neN), z, 5 oco0= 5 — oo (bzw.

—0)
| Jim 35 = ool

»a® wichst fiir x — oo schneller als jede Potenz”

(b) Sei a > 1, k € Ny. Dann gilt:

mn—>—oo:>mfz‘az" —0

[ Il;ngoxﬁ -a®" = 0]

(c) Sei a > 1. Dann gilt:

Tn — 00 = log, r — 00

[11520 log, x = 0]

(d) Sei a > 1. Dann gilt:



zn >0 (neN), z, - 0= log, (zn) = —00
[ im log, (z) = —o0]

z—0Tt

(e) Sei a > 1, > 0. Dann gilt

Zn >0 (neN), x, - oo= 710‘;"'5;””) -0

[Ill}nolo logzaﬁ(ac) _ 0]

»log, (z) wichst fiir £ — oo langsamer als jede Potenz”
(f) Sei a > 1, B > 0. Dann gilt

T, >0 (neN),x, = 0= x0log,(zn) =0

[hrnz~>0Jr :EB loga (23) = 0]

2.27 Definition (Cauchyfolge)
Eine Folge (an)nen reeller Zahlen heifst Cauchyfolge, wenn

Ve>0 INEN Vn,m>N:lan —am| < ¢

2.28 satz (Cauchykriterium fiir Folgen)
Sei (an),,cy eine Folge reeller Zahlen. Dann gilt:

(an),cn konvergent < (an),.y Cauchyfolge
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