Skript vom 09.02.2010
Hinweis: Dies ist eine inoffizielle, vorlaufige Mitschrift der Vorlesung ,, Analysis fiir Infor-
matiker und Statistiker” (WS 2009/10, Dozent: Dr. Walter Spann).

Aktuelle Skripte und eine bereinigte Version dieser Mitschrift gibt es in kiirze in unserem
MedieninfoWiki: http://www.miwiki.de.vu

(b) ist eigentlich eine Folgerung von (c)
[2. Gleichung mit y = —x]
(c) Seiy € R fest. Betrachte
f(z) = (sin (z +y) — sinz - cosy — cos z - siny)?
+ (cos (x4 y) — cosa - cosy + sinx - siny)?
z.2.: f=0.
f'(x)=0 (z€R) [durch Nachrechnen]
Nach 5.18 gilt

flx) = f(0)
= (siny—0-cosy—1-siny)* 4 (cosy —1-cosy+0-siny)?
= 0 (reR)

Bemerkung zum Beweis von (c)

Es wire natiirlicher statt f: R — R (bei festem y € R) die Funktion g : R? — R

gz, y) = (sin (z + y) — sinz - cosy — cos x - sin y)?
+ (cos(z+y) — cosx - cosy + sin z - sin y)?

zu betrachten. Fiir die Ableitung der Funktion
xr—g(x,b) (y=0>fest)
an der Stelle a schreibt man
019 (a, b) oder g—g (a, b) bzw. %|($7y):(a7b)

[Bezeichnung: partielle Ableitung von g nach x in (a, b)]

Entsprechend schreibt man
Org(a, ) oder %2 (a,b) baw. | @y -

wenn man x = a festhilt und y — ¢ (a, y) an der Stelle y = b differenziert.


http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~spann/vorlesungen/analysis1/ws09/index.php
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~spann/vorlesungen/analysis1/ws09/index.php
http://fraggle-rock.net/mediawiki/index.php/Hauptseite

5.21 Satz und Definition (7)

Die Funktion cos hat genau eine Nullstelle in [0, 2] (Bezeichnung: 7). Damit gilt

T G T —
cosy = 0 , sing = 1

Beweis: Spiter mit Hilfe der Taylerformel.

5.22 Folgerung

{reR: cos(z) =0} = {(k+3)m: keZ}

,Nullstellen von sin bzw. cos”

— Grafik 1 —
Beweis:
Vorbemerkung:
cos(—zx) = cos(z) (cos-Reihe enthélt nur gerade Potenzen von x)
sin(—z) = —sin(z) (sin-Reihe enthélt nur ungerade Potenzen von x)
(©) sin (5 — ) 5.20¢ sing -cos (—z) + Cosg -sin (—x) Vorbem. cos ()
—— ——
1 0
Analog: cos (g — :U) =sinx
(b) sinm = sin (% - (-3)) i) cos (—%) Vorbem cos 5 0
cosm = cos (% —(-3)) :) sin (%) Vorbem. in 5 -1
. 5.20c . . .
sin(x+m) =" sinx- cosm +cosr- sinm = —sinx
-1 (s.0.) 0 (s.0.)
Analog: cos (x 4+ m) = — cos z.
b b
(a)  sin (x+27) = sin((z+7m)+m7) (:) —sin (z + ) (:) — (—sin (x))

Analog: cos (x + 27) = cosx

(a) sin(z+27) = sin(x) , cos(x+27w) =  cos(x) (x € R)
(b) sin(x+m) = —sin(x) , cos(x+m) = —cos(x) (x €R)
(¢) sin(§—2) = cos(z) , cos(f—z) = sin (x) (x € R)
(d) {zeR: sin(z)=0} = {k-7: keZ}



(d) Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir x > 0

sinex —sin0 = cos§- (z—0) (€ €10, x| geeignet)
Also = cos&-x >0 (0<x§%)
0
>

| Bemerkung: cos{ < 0 fir € € ]O, %[, weil 5 die einzige Nullstelle von cos in
[0, 2], cos = 1 und cos stetig. |

Somit cos () (i) sin (5 — z) Vorbem. sin (:t: - g) Sg' 0 (Z<az<m
————
€o, 5]
Daher hat cos in [0, 7] nur die Nullstelle 5. Aus (b) folgt dann die Nullstellenaussage
fiir cos und wegen

) Vorgem. cos ($ _ 7)

sin () (i) cos (5 — 5

entsprechend die Nullstellenaussage fiir sin.

5.23 Satz von Taylor mit Lagrange-Restglied

Randbemerkung:
Taylorreihe (im Entwicklungspunkt 0):

X k)
(@)= 3 Ffat

falls f Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Bisher noch nicht behandelt:
)
f )= 30 F (o = o)
k=0
Sei f: [a, b] — R n-mal stetig differenzierbar und f in Ja, b[ (n 4 1)-mal differenzierbar,
x, xo € [a, b], x #0.
Dann existiert £ zwischen xg und x, so dass gilt:

AR (o) fonry (€) (z — wo)nﬂ

n-tes T(%)ylerpolynom Lagrange-Restglied
iéof‘k(!LO)(m_xo)k

Bemerkung: Fiir n = 0 ergibt sich die Taylorforlmel aus dem MWS:
f(@)—f(zo) — f/ (5)

T—xQ

= f(x) = f(xo)+ f (&) (x—m0)



Beweis:

Es reicht, die Behauptung fiir g = a und x = b zu beweisen, d.h. zu zeigen ist, dass fiir
geeignetes £ € ]a, b gilt:

™ (a)

PO =1 @+ 06—t T g L gt

(n+1)!

Fiir p (z) = f (a) + f' (@) - (z — a) + ... + L2 (2 _ a)" gilt:

P (@) =f*® (@) (0<k<n) ()
Setze

(x —a)" ™

h(z) == f(x) - <P($)+“' (n+1)!

) (z € [a, b]) (x % %),

worin pu € R so gewdhlt ist, dass h(b) = 0. (Das ist moglich, weil man die Gleichung
h (b) = 0 nach p auflésen kann.)

fr©

Wir zeigen: p = D)

fiir ein geeignet gewdhltes £ € |a, b[. Aus (xx) ergibt sich

A (@) =0 (0<k<n) (kk*k)

Wegen h (b) = 0 existiert nach dem Satz von Rolle ein & € ]a, b[ mit A/ (&) = 0.
Wegen I/ (a) =0 und 1/ (§1) = 0 existiert ein & € Ja, & mit A" (&) = 0 usw.

Man erhélt so aus (x * xx) ein &,41 € |a, &,[ C Ja, b mit

RO (€uga) = 0

dh. 0 (Gu) — i = 0

| Veranschaulichung von h im Fall n =0

h(z)=f(x)—fla)+p-(x—a)

— Grafik 2 —

Die Wahl von p so, dass h(b) = 0 macht die gewahlte Gerade zur Sekande durch
(@, f(a)) (b, f(b))]

Beispiel: Binomialreihe



kJ;(ac) = (1+2)* (z>-1,a e R\Np)

f( (1') = Oé(a—l)-..-(a_k+1)_(1+x)a—k
a—(k—-1)
= e - ;i:o S Iz e (,2) (14go o+

Verallg. Bin.koeff. (¢):=¢ zwischen o und =

a(a—l)...~(a—k+1)‘ _ M ’1 o Ck‘ |1 o %| ’1 o %

—0 (n—o00)

Die Produkte |(1 — a)|-..." (1 - %)‘ bleiben beschrinkt, weil fir k € N mit k > a, d.h.

<1 ’1 — %’ = 1—% < 1gilt und daher nur eine feste Zahl von Faktoren (unabhéngig
von n) grofer als 1 sind.

] < ()] esae
—0 (n—o0)
= (1+x)* = :OO(Z)xk (0 <z <1; € R\Np)
Ohne Beweis (14 2)* = ki_ojo(z):vk 0-1l<z<l;a>0)
(1+x)* = kio(‘;)xk 0-1<z<l;a<0)



