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0O Grundlagen

19.10.2009

Einleitung

In diesem Abschnitt setzen wir N und R als aus der Schulmathematik bekannt voraus.

Begriffe und Schreibweisen
Mengenbegriff nach CANTOR: Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimm-

ten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (wel-
che Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Schreibweise

x € M bedeutet z ist ein Element von M [z.B. 1 € N|
x ¢ M bedeutet x ist kein Element von M [z.B. —1 ¢ N]

Beispiele fiir Mengen

0 ={} Jeere Menge®, Menge, die kein Element enthalt

N = {1 .} Menge der natiirlichen Zahlen

Z ={.. 2,-1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen

m-7Z =A.. —2 m,—1-m, Menge der ganzzahligen Vielfachen
0-m,m,2-m,...} von m € N

oder Menge der [ohne Rest| durch m teilbaren
ganzen Zahlen
Beispiel: m =2 — Menge der geraden Zahlen

Q = {% CpEL, qEL, qF# O} [Mengenproblem: } = 2 2]
R = Menge der reellen Zahlen (siehe §1).
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Mengengleichheit
Zwei Mengen werden als gleich angesehen, wenn sie dieselben Elemente beinhalten. Wir

vereinbaren, dass es bei der Schreibweise {. ..} weder auf die Reihenfolge ankommt, noch
darauf, ob ein Element mehrfach aufgezéhlt wird (siche Mengenproblem), z.B. gilt:

{1,2,2,3} ={3,2, 1}
Mengen kénnen wiederum Mengen als Elemente enthalten, z.B. ist

{1, {1, 2}, {{3}}}

eine Menge!.

Aussagenlogik

Priméres Ziel ist die Einfiihrung von Schreibweisen und die Verdeutlichung an Beispielen.
Eine tiefergehende Begriindung bleibt Spezialvorlesungen vorbehalten.

Aussagenbegriff

Eine Aussage ist eine Zeichenreihe, der sich genau einer der Werte wahr (w) oder falsch
(f) zuordnen lasst. Beispiele:

6 ist gerade (w) 6€2-Z] (w)
7 ist durch 3 ohne Rest teilbar (f) [7 € 3-Z] (f)

Man betrachtet auch Aussagen, die von Variablen abhingen (,Pradikate”).

Beispiel:
n ist gerade — [Wahrheitswert hingt vom konkreten n ab]

Sei M eine Menge und A fiir jedes x € M eine Aussage (wahr oder falsch).
Dann soll {x € M : A(z)} die Menge aller x € M sein, fir die A (z) wahr ist, z.B. ist
{reR: 2% — 22 +2 =0} eine Menge?

Ax)

!Mengen sind keine Listen, da die Reihenfolge nicht festgelegt ist.
*Klar in der Naiven Mengenlehre, sonst Aussonderungsaxiom
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Zusammengesetzte Aussagen

Zusammengesetzte Aussagen bildet man mit A ,und“, V joder*
A A B wahr genau dann, wenn beide Aussagen wahr sind.

AV B wahr, wenn mindestens eine Aussage wahr ist.

A|B|AAB | AVB
w | w w w
w | f f w
flwl] f w
fFrrrf f
Beispiele:
6 ist gerade A 6 ist durch 3 teilbar (w)
6 ist gerade A 5 ist durch 3 teilbar (f)
6 ist gerade V 5 ist durch 3 teilbar (w)
6 ist gerade V 6 ist durch 3 teilbar (w)

Bei ,oder“ handelt es sich um ,inklusives” Oder und nicht um ein ,ezklusives® Oder
(,entweder oder).

Der Nicht-Operator

-A

Mengenoperationen

Mit Hilfe dieser logischen Operatoren lassen sich Mengenoperationen definieren:
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>
L]

ANB ={z:xze€ ANz € B} Durchschnitt

>
H H
¢ H
H H
> i
H H
H H
H

w

AUB ={z:ze€ Avx e B} Vereinigung p——

>
(]

A\B ={z:ze€ ANz ¢ B} ,Differenz von A und B“.A ohne B ot
x ¢ A ist gleichbedeutend mit —(z € A)

Aquivalenz

Beide Aussagen A und B sind zugleich wahr oder zugleich falsch.

| AeB

~ = 8 8|
~ & w8 |
g w2

Sprechweisen:
e A dquivalent zu B
e A genau dann, wenn B

e A notwendig und hinreichend fiir B

Beispiel:
n ist durch 6 teilbar < n ist durch 3 teilbar A n ist gerade (ohne Beweis)
Auch kausal nicht zusammenhé&ngende Aussagen konnen aussagenlogisch dquivalent sein,

z.B.

2 ist gerade < 5 ist ungerade (w)
0>1 < 3ist gerade (w)
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Implikation: A = B.
‘ A= B ‘ Bedeutung
yaus richtigem folgt richtiges*
»aus richtigem kann nichts falsches folgen®

iibliche Ergénzung - Ex falso quodlibet”,
also ,aus Falschem folgt Beliebiges"

w8 2|
~~ & % 8|5
S S

Sprechweisen:
o Aus A folgt B
e Wenn A, dann B
e A ist hinreichend fiir B
e 3 ist notwendig fir A (vgl. Kontrapositionsgesetz auf Seite 13)

20.10.2009

Bemerkungen:

1. Eine wahre Implikation A = B bedeutet nicht, dass B wahr ist. Vielmehr besagt
sie, dass B wahr ist, wenn A als wahr vorausgesetzt wird.

2. Um zu zeigen, dass die Implikation A = B wahr ist, kann man annehmen, dass A
wahr ist.

Man muss dann nachweisen, dass B wahr ist. Wegen der {iblichen Erginzung
braucht der Fall A falsch nicht weiter untersucht werden, da A = B immer
wahr ist, wenn A falsch ist, unabhingig vom Wahrheitswert von B.

Typische Fragestellung in Beweisen: ist A wahr, zeige B.

Mit der iiblichen Ergénzung folgt, dass A < B ist, also (A = B) A (B = A) die selben
Wahrheitstafeln haben.

A|B|A=>B|B=>A|A=>BAB=>A|ASB| (A= B)A(B=A) & (AsB)
w | w w w w w w
w| f| f w f f w
flw)] w f f f w
flf w w w w w

10
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Die Aussage
A=B)ANB=A) < (A=DB)

ist somit fiir alle Bedingungen von A und B mit Wahrheitswerten wahr (,,allgemeingiiltige
Aussage”, /Tautologie“).

Bemerkung Die iibliche Ergiinzung ergibt sich zwingend, wenn man folgendes verlangt:
1. A< Bist dquivalent zu (A= B) A (B = A)

2. = und < sollen unterschiedliche Verkniipfungen sein.

A|B|A=B|B=A|A=BAB=A| AsB
w w w w w w
w | f f w** f f
flw| w* / / f
flf w* w* w* w

* = Folgerung aus 1., ** = Folgerung aus 2.

Um nicht zu viele Klammern schreiben zu miissen, vereinbaren wir folgende Vorrangregel:

=
- NV =

abnehmender Vorrang

Beispiel A A —BVC ist zu interpretieren als (A A (-B)) Vv C.

0.1 Gesetze der Aussagenlogik

Die folgenden Aussagen sind allgemeingiiltig:

11
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EE; j X g Z g X j } Kommutativgesetze

ES; gj X g; X g : j X Eg X g) } Assoziativgesetze

Eg Ej /V\ g; C g Z Ej C g (g C g; } Distributivgesetze

Eﬁ; :Ej X g; Z :jc :g } DEMORGANSCHE Regeln
)

-—A & A Doppelte Verneinung

—~
—

Beweis: Nachrechnen mit Wahrheitstafeln (— Ubung).

0.2 Schlussweisen
Folgende Schlussweisen verwendet man sehr haufig. Allgemein giiltig sind:

(a) A=B)AB=A) = (A&DB)
(by AeBABeC) = (A
(c) A=B)AB=C) = (A=0()

Beweis: Aussage (a) haben wir bereits nachgerechnet,
(b) und (c) ergeben sich analog.

In Beweisen werden die Schlussweisen (b) und (c) héufig (in ungenauer Weise) als

As BsC
bzw.

A= B=_C

abgekiirzt. Das verallgemeinert sich in naheliegender Weise auf

A1<:>.A2<:>'--<:>.An
bzw.

A1=>A2=>-'-$An

12
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0.3 Allgemeingiiltige Aussagen

Allgemein giiltig sind

(a) A=B & -AVE
(by (A=B) & -B=-A Kontrapositionsgesetz

Beispiel zu b):

n ist durch 6 teilbar = n ist durch 3 teilbar

A B
n ist nicht durch 3 teilbar = A ist nicht durch 6 teilbar

-B -A

AN (A= B) < (-A= -B) ist nicht allgemein giiltig!

Beispiel:
n ist nicht durch 6 teilbar = n ist nicht durch 3 teilbar

kann falsch sein, z.B. fiir n = 9.

Beweise:
(a) — Ubung.
(b)
(A= DB)

@ Cavs)
04l _Av (=-B)
& AV = (-B)
Oda _ g)v-a
%) (=B = -A)

oder Nachrechnen mit Wahrheitstafeln.
26.10.2009

Bemerkung Das Kontrapositionsgesetz rechtfertigt fiir die Implikation A = B die Be-
zeichnung , B (wahr) notwendig fiir A (wahr)“.

Denn wenn B falsch ist, dann ist =B wahr, also ist nach dem Kontrapositionsgesetz —.4
wahr, also A falsch.

13
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Quantorenschreibweise

Sei M eine Menge und A (z) fiir jedes © € M eine Aussage. Um Aussagen zu formulieren,
die sich auf alle oder mindestens ein x € M beziehen, gibt es spezielle Zeichen.

Quantoren

v fiir alle

3 es existiert mindestens ein
Die damit gebildeten Ausdriicke
Vee M: A(z) bzw. 3z € M : A(x)

sind wieder Aussagen (d.h. wahr oder falsch).

Beispiel

Vn € N: nist gerade (f)
JreR: z%ist1 (w) zB.(=1,1)

Die Negation von Vo € M : A (z) lautet 3z € M : = A(x).?

Beispiel

Negation von Vn € N : n ist gerade”: In € N :  n ist ungerade”.

Allgemein giiltig ist:*

~(VeeM: Ax)) < Jre M : ~A(x) (#)
Ebenfalls allgemein giiltig ist

“(JzeM: A(x)) Ve e M: -A(zx) (##)

3 Alle Menschen sind gliicklich“. Negation: ,Es gibt mindestens einen ungliicklichen Menschen.*
YA(z) =, ist gliicklich“

14
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Beispiel Negation von 3z € R: 22 =1 Ve cR: 2? #1
(w) 6))

(#+#) folgt aus (#) durch folgende Schritte

Ersetze A(x) durch ~A(x):

~(VeeM: -Ax) e 3xre M: -—A(x)
Negation beider Seiten:
—(VeeM: -A(x)) & -FreM: A(x)

und Vertauschen beider Seiten.

Aussagen konnen auch von mehreren Variablen abhéngen. Dementsprechend betrachtet
man mehrfache Quantoren.

VeeM:Vye N: Az, y)

Beispiel

VieR, Yy eR: (z—y)* >0 (w)

Benachbarte gleiche Quantoren kénnen problemlos vertauscht werden, d.h. allgemein
giiltig ist:

Vee MVye N: A(z,y) ©Vye NV e M : A(zx, y)

Verschiedene Quantoren diirfen im Allgemeinen nicht vertauscht werden.

Beispiel
Vze€R: dn € N: n >z (ARCHIMEDISCHES Axiom) (w)
Behauptung: zu jeder reellen Zahl gibt es eine grofiere natirliche Zahl.
ist nicht gleichbedeutend mit
neN:VzeR:n>zx(f)

Bedeutung: Es gibt eine natirliche Zahl, die grofier ist als alle reellen
Zahlen.

Negation mehrerer Quantoren erfolgt durch Umkehren jedes einzelnen Quantors.

15
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Beispiel
P bezeichne an dieser Stelle die Menge der Primzahlen.

VneN:dpeP:p>n
SEs gibt unendlich viele Primzahlen.“

Negation: An e N: VpeP: p<n
wEs gibt nur endlich viele Primzahlen.”

Bemerkung

In der Priadikatenlogik fithrt man die Quantoren ohne Bezug auf Mengen ein (,,universelle
Quantoren®), d.h.

Ve: A(z), Jz: A(zx)
Der Ubergang zur Schreibweise mit Mengen erfolgt durch
VeeM: A(z) Ve ze M= A(x)
JreM: Ax):<Jx: e MANA(x)
Die Negation der universellen Quantoren ist gegeben durch
—Vr: A(z) < Jr: ~A(z)
bzw.
-3z : A(z) & Vr: ~A(z)

die allgemein giiltig sind.

Daraus lassen sich die bereits vorgestellten Negationsregeln fiir Quantoren in Mengen
ableiten. Wir werden universelle Quantoren nur wenige Male benutzen.

0.4 Mengenoperationen

Seien A, B Mengen.

(a) A=B & Vr:ze A& axe B Mengengleichheit formal
(b)) ACB & Ve:zeA=xeB A Telmengevon B
(¢) PA) = {M:McA} Potenzmenge von A: Menge aller Teilmengen von A

16
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Beispiel
P({l? 2}) = {@, {1}7 {2}7 {17 2}}

Existenz von P(A) klar in der naiven Mengenlehre, sonst Potenzmengenaxiom.

0.5 Folgerung (Mengenoperationen)

Seien A, B Mengen. Dann gilt:

(a) AcCB N BCA & A=B
(by AcCB AN BcC & AcCcC

Beweis

(a)
A=B & Vx: xr€cA & xeB

%2 vz (reA=ze€B)AN(zreB=zcA)
(ﬁ) Ve: (reA=zxz€B)ANVa: (re€B=x¢cA)
& ACBABCA

Anmerkung zu (#): Allgemein giiltig sind die folgenden Regeln

Ve: A(x) AN B(x)
und Jz: A(z) VvV B(z)

Beweis der ersten Regel:

= AN :
o ()) Vv (Fz: B(x))

,=“ Vx : A(x) A B(x) sei wahr. Dann ist fiir jedes = A(z) und B(x) wahr, also
auch A(z), d.h. Vo : A(x) ist wahr.

Entsprechend folgt Vz : B(z) wahr, also insgesamt Vx : A(x) AV : B(x) wahr.

p =V A(z) AVx : B(z) sei wahr.

Somit ist fiir beliebiges x : A(x) wahr und ebenso B(z), also auch A(x) A B(x):
d.h. Vz : A(z) A B(x) ist wahr.

Nicht allgemeingiiltig sind

17
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Beispiel
Ax) & (x=1) B(z) & (z#1)

Vo (A(z)VvB(z)) (w)
Vo: A(z)VVaz: B(z) (f)

() (f)

27.10.2009

0.6 Regeln (Mengenoperationen)

Seien A, B, C' Mengen. Dann gilt
AUB
ANB
(AuUB)UC = A
(AnB)NC = A
(AUB)NC = (ANnCQ)
(ANB)UC = (AUCQ)

BUA
BNA

} Kommutativgesetz

~~
o

—~
Q.0
NN NN NI

} Assoziativgesetz

} Distributivgesetz

—~
= D

Beweis (f)

re(ANB)UC

De<f:.}U zreANBVzxzeC

PN wearzeB vaecC
—— = S

A B c
& AANB)VC

Oéf (AVC)AN(BVC) allgemein giiltig
& (reAVzeC)AN(zeBvzel)
DL U Leauc)rmeBUC)

Pk N L caue)nBUCO)

Somit haben wir gezeigt:

Ve: € (ANB)UC & ze€(AUC)A(BUCQ)
nach Def. 0.4a (AnB)UC = (AuC)N(BUCQ)

Restliche Aussagen analog, z.T. Ubung.

18
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Bemerkung: Entsprechend zeigt man die unmittelbar einsichtigen Aussagen

AUA=A, AnA=A AUDl=A, Anh=10

iiber die allgemein giiltigen Aussagen

AVAsS A ANAS A AVIies A ANfef

0.7 Satz (Mengenoperationen)

Seien A, B, M Mengen, dann gilt

(a) M\(AUB) = (M\A)N(M\B)
(b) M\(ANB) = (M\A)U(M\B)
(¢) M\(M\A) = MnNA
Beweise
(a)
xe M\ (AUB)
Dg\ reMNxeAUB
Dk re€MAN-(re AUB)
P& reEMAN-(re AV EB)
Dol ls re€MA(-xe AN—x € B)

PAE  reMA(x¢ ANz ¢ B)

& (reMANzeM)N(x¢ ANz ¢ B)
0-3&d (reMAMANxg A)N(x e MANx ¢ B)
PO (we M\ A)A(z e M\ B)

Def

& xze(M\A)N(M\B)
Beweise (b), (¢) — Ubung.

Die Korrespondenz zu den Formeln der Aussagenlogik tritt deutlicher hervor im Fall
A, BCM.

Mit CprA := M\ A, CpyB := M \ B ergibt sich aus Satz 0.7:

19
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0.8 Folgerung (Complement)

Seien A, B, M Mengen, A C M, B C M. Dann gilt

() BM(AUB) = EMAWBMB

(b) Cm(ANDB)
(C) BMCMA = A

0.9 Definition (Indexmengen)

CMAU C]wB

Sei I eine nicht leere (Index-)Menge und A; fiir jede ¢ € I eine Menge. Dann

(a) UAi:={z:Jiel:xec A}
el

Menge aller z, die in mind. einem A;enthalten sind

(b) NA; ={x:Viel:zec A}
i€l
Menge aller z, die in jedem A;enthalten sind.

Bemerkungen:
1. I kann unendlich sein.

2. Falls I = {1,...,n}, dann gilt

U 4 =A1UAU---

ie{1,...,n}

und N 4 =AnNnAn---

i€{1,...,n}

Beispiel

Vereinigung der Mengen A;(i € I)

Durchschnitt der Mengen A;(i € I)

UA,

NA,.

ve |J AeTie{l,2):ae4

1€{1,2}

SreA Vo e Ay

S e AU A,

20
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0.10 Regeln (Durchschnitt und Vereinigung von

Indexmengen)

Sei M eine Menge, I und A; wie in Definition 0.9. Dann gilt

(a)
(b)
()
(d)
(e)
(f)

~
m
~
.

m
~

Beweise

(e)

w)
o)
°R

ﬁ'/

g
ol

&

w)
&
=

& 05
(-

g ¥ o
292 08
D~ s R

o
=

Bemerkung A:

.
m
~
<.

m
~

~
m
~
.

m
~

~
m
~
.

m
~

(A; UM)
(A, N M)
(A; N M)
(A; UM)
(M\ A;
(M\ A;

~
m
~
.

m
~

)
)

~
m
~
<.

m
~

el

reEMANx ¢ |JA;
i€l

—(z e UA)

i€l
reEMAN-(Fiel xeA)
(xe M)AYiel:~(xe )
reMAYiel:x¢ A
Viel:xeMax¢A;
Viel:xeM\A

el

reMA

Eingegangen sind die allgemeinen Regeln:

Vo :
Vo :
dz :
dz :

(AANB) & (Vz: A(z))AB
(AVB)& (Vo: A(x)) VB
(AANB) & (Fz: A(x))ANB
(AVB)< (Fz: A(z)) Vv B
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aus denen die entsprechenden Aussagen iiber Quantoren {iber Mengen folgen (d.h.
(Vz € M : A(x) AB) & (Vo € M : A(z)) A B ist allgemein giiltig). Entscheidend
ist, dass B nicht von der Quantorenvariablen x abhéngig ist (vgl. Beispiel in 0.6).

Exemplarisch soll die Allgemeingiiltigkeit von
Vo: (A(z)VB) e (Vo: A(z)) VB

gezeigt werden.
»=*Vr: (A(z) V B) sei wahr.

1. Fall B sei wahr. Dann ist trivialerweise (Vz : A(x)) V wahr.

B
~—
(w)
2. Fall B falsch. Da fiir jedes x : A(z) V B als wahr vorausgesetzt ist, folgt wegen B falsch,

dass A(z) wahr ist. Also ist Vo : A(x) wahr und somit (Va : A(z)) VB.
(w)

»<=“Va: (A(z)) V B sei wahr.

1. Fall B sei wahr. Dann ist trivialerweise fiir jedes z : A(x)V_B wahr, also (Vz : (A(x) V B))
(w)
wahr.
2. Fall B falsch. Da B falsch ist und nach Voraussetzung Vz : A(x) VvV B  wahr, muss
(f)

Vz : A(z) wahr sein.
Also ist fiir beliebiges = : A(x) wahr und somit auch A(z)VB. Daher ist Vz (A(z) V B)

wahr.
d —_
24 X X X
11 X X X
¢
| |
i ' i 1 1 1
b 1 2 3 4
[ab]v[cd] {2:3;4})( {1:2}

02.11.2009

0.11 Kartesische Produkte

Seien A, B Mengen. Wir setzen A x B :={(a, b): a€ A, b€ B}.
~——

Paar

22
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Dabei sind zwei Paare genau dann gleich, wenn die entsprechenden Komponenten gleich
sind, d.h.
(a,b)=(d, V)= a=d ANb=1

Bemerkung

(a) Paare und Mengen sind verschieden, z.B. gilt

(1, 2) # (2, 1) jedoch {1, 2} = {2, 1}

(b) Paare konnen auf Mengen zuriickgeliefert werden, z.B. kann man definieren
(a, b) == {{a},{a, b}}
Veranschaulichung
Kartesisches Produkt in Mengen

Seien Ay, ..., Ay endlich viele Mengen (k > 2). Dann heift

A1><A2><"-><Ak::{(a1,a2,...,an)i Vie{l,...,k}: aiEAi}

das Kartesisches Produkt der Mengen aq, ..., a. Dabei sind zwei ,k-Tupel” (ay, ..., ag)
und (aq, ..., ax) genau dann gleich, wenn

alzall A a2:a/2 VARPIRVA ak:a;g.
Falls Ay = Ay = --- = Ay, schreibt man A% := A x --- x A und setzt A' := A.

0.12 Abzdhlungen einiger endlicher Mengen

Fakultat, Binomialkoeffizient

(a)
nli=nxm-1)x---x1 (neN, 0! :=1)
Sprechweise: n Fakultdt
(b) . .
(k:) = m (n€ Ny, keN, 0! :=1).

Sprechweise: ,n iber k% Binomialkoeffizient
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0.13 Folgerung (Fakultidt, Binomialkoeffizient)

(n—(k—1))=(n—k+1)

(”):”‘(”_1) """ k1 (neN, k e N)

<Z>:<Z:i>+<n;1> (neN, keN, k<n)

Beispiel

Beweis

(a)

W)=mon

_n-(n=1)...(n-k—-1)-(n—k)!
El-(n—k)!
n-(n—1)...(n-k—1)

- k! (k<mn)

Fiir k > nist n-(n—1)...(n-k+1) = 0 und ebenso nach Definition (}). Also gilt

die Aussage auch fiir & > n.
(b) Wegen (}) = moo— 1, ("_1) =1 und (";1) =0 gilt

- n!l0! n—1

(Z) = (Zj) + (”;1), also ist die Aussage richtig fiir k£ = n.
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Fir 1 < k <n -1 folgt:

T kl(n—k)
_k+(n—k)(n—-1)
N El(n — k)!
En—1)!'+ (n—k)(n—1)
kl(n — k)!
_k(n—=1)!  (n—k)(n—1)!
~ Kl(n—k)! El(n — k)!
B k(n —1)! (n—k)(n—1)!
S k(k—D)!n—k)!  kl(n—k)(n—Fk—1)
B (n—1)! (n—1)!
S (k=D!n—kK)!  kl(n—k+1)!
n—1 (n—1)!

D)

=)+ ()

Kl((n—1) — k)

Bemerkung:

1. (b) ermoglicht die Berechnung der Binomialkoeffizienten iiber das PASCALSCHE

Dreieck:

©)

o0

B0 0
® 3 ®
1
1 1
1 2 1

Insbesondere zeigt sich daraus, dass (}) € Nfir 0<k <n (n, k € N).
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2. Auch iiber die Formel (a) kann (}}) effizient in ganzzahliger Arithmetik berechnet
werden

ny_n n—1 n—2 n—k+1
E) 1 2 3 k

0.14 Satz (Mengen)

Sei A eine Menge aus n Elementen, n € N. (Schreibweise | Al =n).
—

Anzahl der Elemente

Sei k € N. Dann gilt:
(a)

|AF| = | (1, ..., x): Ty ooy T € Al = 0P
—_———

k-Tupel aus Elementen von A

\ (T1,...,2k) x1, ..., €A, NiFj: oz Fx; |
N——

k-Tupel ohne Wiederholung x1,x2 paarweise verschieden

aus Elementen von A
=n-(n—1)----- (mn—k+1)firl<k<n

()

| {z1, ..., 21} : x1, ..., 2y €A YiFE i x; #xjl

——

k-elementige Teilmenge von A

:(Z) fir 0<k<n

| P(A) | = 2"

Potenzmenge = Menge aller Teilmengen von A

(e) Seix £y, 0<k<n.

{(z1, -0 zn) €{a, y" s Hii= =2} =k} = (Z)

n-Tupel, bei denen x k-fach vorkommt und y n — k-fach vorkommt.
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Beweis

Sei A={a1, ..., an} (a1, ...,a, paarweise verschieden).

(a)

(b)

()

Fiir die erste Komponente z1 gibt es n Moglichkeiten zur Auswahl, fiir die zweite
Komponente x5 ebenfalls n usw., insgesamt also

n.....n_ k
k-mal

Fiir die erste Komponente x1 gibt es n Moglichkeiten zur Auswahl, fiir die zweite
Komponente o n—1 (weil sie von der ersten verschieden sein muss), fiir die dritte
Komponente n — 2 (weil sie von den ersten beiden verschieden sein muss) usw.

die Behauptung ist richtig fiir £ = 0, da die leere Menge die einzige 0-elementige
Teilmenge von A ist.

Sei 1 < k <n. Zu jeder k-elementigen Teilmenge {1, ..., z;} von A gibt es genau
E-(k—1)---- 1 = k! verschiedene k-Tupel ohne Wiederholung aus {z1, ..., zx}.
Daher gilt:

(Anzahl der k-elementigen Teilmengen von A) -k!
(Anzahl der k-Tupel ohne Wiederholung aus Elementen von A)

Also Anzahl k-elementiger Teilmengen von

gonn=1) (n-k+1) 013 (n)

k! k
Sei A={a1,...,an} (ai,...,a, paarweise verschieden).
Wir koénnen jeder Teilmenge B von A durch genau ein n-Tupel x = (x1, -+, Xn) €

{0, 1}"™ beschreiben, in dem wir x; = 0, falls a; ¢ B oder x; = 1, falls a; € B
setzen.

Die Anzahl aller Teilmengen von A ist also die Anzahl aller n-Tupel aus 0 und 1.
Die Behauptung folgt aus |{0, 1}| @ on.

Jedes n-Tupel, in dem z k-fach und y (n — k)-fach vorkommt, entspricht genau
ein n-Tupel x € {0, 1}" mit k£ Einsen und n — k Nullen. Nach dem Beweis zu (d)
entspricht das genau einer k-elementigen Teilmenge von a. Die Behauptung folgt
dann aus (c).

03.11.2009
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0.15 Relationen und Funktionen

Definition

Seien X, Y Mengen, R C X x Y. Dann heift das Tripel (X, Y, R) Relation zwischen X
und Y. Falls X =Y spricht man von einer bindren Relation oder einer Relation auf X.
In diesem Fall benutzt man die Schreibweise

x~y & (r,y) ER

und schreibt (z, ~) an Stelle von (X, Y, R).

Beispiel

(a)
(R7 S) (R7 <) (R7 Z) (]R, :)
sind jeweils Relationen auf R.

[Die zugehérigen Mengen lauten R = {(z, y) € R?, (z <y)} usw.]

Da jede Teilmenge von R? eine Reihe auf R definiert ist, ist auch
T~y & 224y’ <]
eine Relation.
X ={1,2, 3,4}

Y ={1,2,3,4,5}
R = {(171)’ (2’2)7 (273)7 (47 5)}

Y

5 X X X X)

4 X X X X

3+ X (9] X X

2+ X (9] X X

1+ X) X X X
———+—>x

Andere Moglichkeiten der Veranschaulichung:
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[Die Fragestellung “Auto y gehort Person z” fithrt auf den Begriff der Umkehrrela-
tion.]

0.16 Definition (Umkehrrelation)

—1 —1
Sei R = (X, Y, R) eine Relation. Die Relation (Y, X, R) mit R = {(y,z) € Y x X :
—1
(z,y) € R} heift Umkehrrelation von R (bzw. R).

Bemerkung:

(a) Umkehrrelationen existieren immer (im Unterschied zu den noch zu betrachtenden
Umkehrfunktionen).

(b) Esgilt R =R wegen (z,y) € R< (y,2) € R & (x,y) € <R )

Beispiel (wie oben)

-1
Umkehrrelation (Y, X, R)
Y ={1,23,4,5}, X={1,2 3, 4}

R = {(1’ 1)7 (2’ 2)7 (37 2)’ (5’ 4)}

Y
4+ X X X X X
3+ X X X X X
2+ X X x X X
1+ X X X X X
1 1 1 1 1 X

Interpretation: (y, ) € R™': Auto y gehdrt zu Person .
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Y

0.17 Abbildung, Funktion

Eine Relation f = (X, Y, R) heiftt Abbildung der Funktion, wenn gilt

VeeX J1yeY(r,yeR)

genau ein

d.h. jedem x € X wird genau ein y € Y zugeordnet. Wir nennen y Funktionswert von f
an der Stelle z und schreiben y = f ().

An Stelle von f = (X, Y, R) schreiben wir f: X — Y und nennen X Definitionsbereich
oder Quelle von f und Y Wertebereich oder Ziel von f und R Graph von f (Schreibweise
Graph f).

Bemerkungen

(a) Fiir Funktionen benutzen wir haufig eine der Schreibweisen:

f: X=Y y=f(x) baw. f: X =Y, 2 >y

(b) Bei Funktionen mit reellem Wertebereich (d.h. Y = R) - so genannte reellwertige
Funktionen - werden wir uns oft mit der Angabe des Definitionsbereichs und der
Abbildungsvorschrift begniigen: z.B.

f(x)=+vz: (r € Ry U{0}), dabei: Ry := {z € R: x>0}

Meist schreiben wir nur

fl@)=vz (x>0)
(¢) Quelle und Ziel gehdren zur Abbildung dazu, d.h.

fR—-R, f(z)=2%und
g R—RU{0}, g(x)=2a’

sind streng genommen zwei verschiedene Funktionen.
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(d) Beispiel (b) nach 0.15 ist keine Funktion, denn:

2 € X werden 2 Werte, nimlich 2, 3 € Y zugeordnet. Aufserdem wird 3 € X
iiberhaupt kein Wert zugeordnet.

Dagegen ist f = (X, Y, R) mit X ={1, 2, 3,4}, Y = {1, 2, 3} und
R ={(1,1), (2,2), (3,3),(4,2)} eine Funktion.

Graph f

Vergleichbar lisst sich f[~1, 1] — R, f(x) = 2% veranschaulichen:

0.18 Bezeichnungen

(a) Sei X eine Menge, id, : X — X, x — x heikt Identitiat auf X.

(b) Sei X eine Menge A C X. Ly : A — X, x — z heift Einbettung oder Inklusion
von A in X.

(c) Sei f: x — y eine Funktion, A C X. f|a, A =Y, x — f(z) heikt Einschriankung
oder Restriktion von f auf A

Bemerkung: L = id,|A.

0.19 Bild, Urbild

Sei f: X — Y eine Abbildung (— Funktion), AC X, BCY.

31



0 Grundlagen

(@) f(A) ={f(z): 2 €A} ={yeY :Jr e A: y= f(x)} heift ,Bild von A unter
fﬁﬁ.

(b) }1(3) ={reX:f(x)eB}={re X :3yeB:y= f(x)} heikt ,Urbild von B

unter f*.

Beispiel

f(A)

A 1®) ®)

-1 -1
[Bemerkung: f (B) stimmt mit f (B), dem Bild von B unter der noch zu definierenden
1

Umkehrfunktion f, iiberein, sofern diese existiert.|

0.20 Verkettung von Abbildungen

Seien f: X — Y; und ¢g: Yo — Z Abbildungen mit f(z) C Ya.

Die Abbildung
X—2Z x—g(f(z)

heifst Verkettung von ¢ mit f und wird mit g o f bezeichnet.

Bemerkung

(a) Um g (f (x)) definieren zu kénnen, ist es erforderlich, dass g(x) € Y2 (Y2 Definiti-
onsbereich von g) fiir alle x € X gilt, d.h. f(z) C Ya

(b) Oft wird Y7 = Y5> fiir die Verkettung von Funktionen vorausgesetzt. In diesem Fall
gilt trivialerweise f(z) C Ya. Fiir die Zwecke der Analysis ist die hier betrachtete
allgemeine Fassung giinstiger.

Beispiele:

f:R->R
g: Ry U{0}, g(z) = V&
gof =R, (gof(@)=g(f(2)=g(@*+1)=Va2+1
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09.11.2009

0.21 Satz - Assoziativitat der Verkettung

Seien f : X - Yy, 9: Yy — Zy, h : Zy — W Abbildungen mit f(z) C Y2 und
g(Y2) C Zy. Dann gilt:
(hog)of=ho(gof)

Beweis:
g: Yo — Zy, h: Zy—W g(Y2:)>CZ2 hog: Yo — W  wohldefiniert
f: X=Yi, hog: Yoo W "5 (hog)of: X W  wohldefiniert
f: X—-Y, g: Yo— 2 f(x)chQ gof: X — Z; wohldefiniert

(QOf)(ﬂﬁ):g(fg))Cg(Yl )CZ2

gof: X—21, h: Zy—-W ho(gof): X — W wohldefiniert

Sei x € X beliebig.

((hog)o f)(x) = (hog)(f(z))=h(g(f(x)=h((gef) (@)= (holgof)) (z)

Aus der Ubereinstimmung der Funktionswerte, der Gleichheit der Definitions- und Wer-
tebereiche folgt:
(hog)of=ho(goef)

Bemerkung Auch bei identischem Definitions- und Wertebereich gilt im Allgemeinen:

gof#/foyg
Beispiel
f: R=R, f(z) = 22+1
g: R—=R, g(z) = z+1
(fog)x) = fg(x)) = fla+1) = (+1)*+1 = 22420+2 (z€R)
(gof)x) = g(f(x) = g=*+1) = (@P+1)+1 = 2°+2 (z€R)

Beispiel: Beim schnellen Potenzieren wird ausgenutzt, dass die Berechnung

——

2"mal
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schneller ausgefiihrt werden kann, wenn man n-mal quadriert, statt 2”-mal zu multipli-
zieren.

@) = (@) = £ (- f@) = f(Fo---0 f(a)) mit f: R >R, f(x) =a?

n-mal n-mal

0.22 Definition

Sei f: X — Y eine Abbildung.

(a) f heilst injektiv, wenn
Vo, o€ X0 a1 #xo = f(x) # f(x2)

(b) f heilt surjektiv, wenn
f(X)=Y

(¢) f heikt bijektiv, wenn f zugleich injektiv und surjektiv ist.
Bemerkung zu (a): Oft ist es einfacher, die Kontraposition zu beweisen:

Vry, o € X0 f(w1) = f(z2) = 71 € 22

Beispiele

1.

X ={1,23},Y ={1,2 3,4}
[ X =V f1)=4, f(2)=2, f(3)=3

Y

f ist injektiv, aber nicht surjektiv.

X={1,234},Y={1,2 3}
fr XY f)=1, f(2)=2, f3)=3, f(4)=2
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f ist surjektiv, aber nicht injektiv.

X =1{1,23}Y ={2 3, 4}
fi XY, f(1)=2 f2)=4, f3)=3

fiR=R, f(z) =2’
ist nicht injektiv, denn: —1 # 1, aber f(—1) = f(1)

g Ry — Ry, g(zx) = 22 ist injektiv, also
9 Ry U{0} — Ry U{0}, g(z) = a?
denn:

Ty #ry = ah— a3

= (21 —x2) (21 +22) #0
———— ——
+0 >0
= a3 # 23 (x1, T3 > 0)

f: R =R, f(x) = 22 ist nicht surjektiv, denn: — 1 ¢ f(R), da f(z) > 0(z € R)

h : R — R4 ist surjektiv (ohne Beweis) [Der Beweis setzt die Existenz der Qua-
dratwurzel voraus, die erst spéter gezeigt wird]

0.23 Lemma

Seien f: X - Y und g: Y — Z Abbildungen. Dann gilt:
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(a) go f injektiv = f injektiv
(b) g o f surjektiv = g surjektiv

Beweis
(a) Zu zeigen: f(z) = f(2') = x = 2/(z, 2’ € X)
fz) = f(a) = g (f(z)) =g (f(a"))
& (go Hla) = (go HE) T e = (e, 2’ € X)
(b) zu zeigen: g(Y) = Z
g(Y)C Z, weil g: Y — Z Abbild  (#)

Z=(g0f)(X) = 9l @ ) Ca(Y)  (#)
gof sutj.  Cy weil f:X—Y Abb.

Aus (1) und (2) folgt nach 0.5a g(Y) = Z.

0.24 Umkehrfunktion

Eine Abbildung g : Y — X heift Umkehrfunktion oder Umkehrdarstellung zu f: X —
Y, wenn gilt:
gof=idz,dh. g(f(z))=2 (zeX)

und
fog=idy,dh. f(g(z)) =y (yeY)

Falls f eine Umkehrabbildung besitzt, ist diese eindeutig bestimmt und bijektiv (Be-
zeichnung f~!). In diesem Fall ist f ebenfalls bijektiv.

Beweis
1. Zeige: f, g bijektiv

idx bijektiv. = g o f bijektiv 0':2>3 f injektiv, g surjektiv
idy bijektiv. = f o g bijektiv 0':2>3 g injektiv, f surjektiv

d.h. f und g bijektiv
2. Zeige: g ist eindeutig bestimmt.
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Seien g1, go Umkehrabbildungen zu f. Dann gilt:

g (f(z) = =
92 (f(2)) = =

fiir g1 0 (f(z)) = g2 (f(z)) (v €X)

Wegen f(z) =Y (denn f surjektiv, weil nach 1. bijektiv) gibt es zu jedem y € Y
ein x € X mit y = f(x)

Daher: g1(y) = g2(y) (y € Y), also: g1 = g2

0.25 Satz
Es gilt:
(a) f: X — Y bijektiv & f besitzt eine Umkehrabbildung

-1
(b) f: X — Y bijektiv, BCY = f(B)=f"YB)
(¢) f: X =Y bijektiv= (f1)"t=f
(d) f: X — Y bijektiv, g : Y — Z bijektiv = go f bijektiv und (go f)~! = f~log™!

Beweis

(a) ,<": Satz 0.24
»,=* f surjektiv, d.h. f(x) =y, daher Vy €Y Jre X: f(x)=y

X Y

Es gilt sogar:
VyeY FuweX:fx)=y ¥

Somit definiert (*) eine Abbildung

g:Y =X, y—amit f(z)=y

Hieraus folgt:
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0 Grundlagen

und

z=gy) =g (f(z)) (zveX)
Das heifst: g ist Umkehrabbildung von f.

(b) 1
fB) = A{zeX: yeB: y=[f(v)}
bijek.
fble {reX: FyeB: ffl(y):x}
= {f'y): yeB}=[f1(B)
()
2 24
f bijektiv 0.25,0. foft=idy
flof=idx
Alsoist f Umkehrfunktion zu f~! und da diese eindeutig bestimmt ist, gilt (f~1)~! =
f

(d)

(ftog Nolgo @) =Ff" (g7 (9(f (@) =2 (z€X)
(gof)o(fTlog N =g9(f(f (97 (2))=9(g7'(2) =2 (z€2)

Somit ist f~! o g~! Umkehrfunktion zu g o f, d.h.

(gof)y =(fog™
Nach 0.24 ist g o f bijektiv.
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10.11.2009

Wir setzen die reellen Zahlen als gegeben voraus und formulieren einige Grundannahmen
(Axiome), von denen die weiteren Eigenschaften abgeleitet werden. Diese lassen sich in die
drei Gruppen Korperaxiome, Anordnungsaxiome und Vollstindigkeitsaxiome gliedern.

Korperaxiome
Auf der Menge R sind zwei Verkniipfungen gegeben

+ : RxR—=R, (z,y)<—z+y
RxR—-R, (z,y)—xz-y (bzw. xy)

die folgende Regeln (Axiome) erfiillen:
(K1) Assoziativgesetze

(x+y)+ =z r+(y+2),
(z-y)-z = z-(y-2)

Va,y, 2€R

(K2) Kommutativgesetze

v . rFYy =yt
2, yek - xTy = y-w

(K3) Existenz und Eindeutigkeit der neutralen Elemente 0 und 1, 0 # 1 mit

z+0 = =z

VereR:
r-1 = «x

(K4) Existenz und Eindeutigkeit der inversen Elemente

Veer J1 yer z-y = 1 (Bez. z71)

(K5) Distributivgesetz

Vm,y,zER: x(y+z) = z-ytx-z
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Bemerkung

In (K3) und (K4) kann auf die Eindeutigkeit als Forderung verzichtet werden (lineare
Algebra).

Mit Hilfe von (K4) lassen sich Subtraktion und Division erkléren.

Wir setzen voraus, dass - stirker bindet als 4+ und haben deshalb in (K5) die eigentlich
erforderlichen Klammern auf der rechten Seite weggelassen.

1.1 Definition (Subtraktion und Division)

Seien x, y € R
= z+(-y)
= x-y ! , falls y # 0

<8 @

Insbesondere: % =y 1]

1.2 Rechenregeln

Im Folgenden seien z, y, u, v € R. Dann gilt

b) ~(z+y)=—r -y =55 @#0y#0)
(c)z-y=0&2x=0Vy=0
(d) (=1)-2=-2z, (-2) (-y) ==y

ste HEE (2 #0, y #0)
F-y = 7 (@#0,y#0)
(e) Lr oo ow (x#£0, y#£0)

Beweise

(a)
(—z)+z =2+ (—2) LE!
(~)+ (~(=2)) = 0
Aus der Eindeutigkeit des inversen Elements (K4) folgt x = —(—x)

Zweite Aussage analog.
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eyt (o —y) DI ety (o) + ()
+(-y)
B o)+ ()
B 040
R
z+y+ (—(z+y)) R4 0

Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elements—x — y = —(z + y).
Zweite Aussage analog.
(c) ,, <" Zeige:
z-0 = 0
2 0+2-022.00+0 & 2.0
z-0+40 = z-0
Aus der Eindeutigkeit des neutralen Flements der Addition folgt = - 0 = 0. Wegen

soeb. bew.

O-xz=2-0""="""0 ergibt sich <"
,= Sei x-y=0.7Zu zeigen: t =0V y = 0.
Fall « # 0, dann gilt

K2, .y . Kl

K3+2
y = = ([L‘

K4
y:

1- (z-27') -y

(,<=" ist bereits bewiesen.)
Falls = 0 sind wir ohnehin mit dem Beweis fertig.

(d) 33+(—1)'3i“j4<3:+2 (1~x)+(—1)‘xK:2x'1+x-(—1)K:E)x‘(1+(—1)):x-O =

0z + (—z) = 0
Aus der Eindeutigkeit des inversen Elements (K4) folgt
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(e) evtl. Ubungsaufgabe

1.3 Summen-, Produkt- und Potenzschreibweise

(a) Durch wiederholte Anwendung des Assoziativgesetzes (K1) erhélt man, dass in der
Summe x1 + 29 + -+ - + 2, bzw. im Produkt 21 -29----- xy die Klammern beliebig
gesetzt werden kénnen, weshalb sie oft weggelassen werden.

Schreibweise

n 0
g = zy+axet+--+x, neEN), >z = 0 (leere Summe)
zil 131
XTi = T1-Toc...- Ty (neN), x; := 1 (leeres Produkt)
i=1 i=1
n
" =z x = ]« (n € N)
i=1

2% :=1 (auch 0°:=1); 27" = (%)n (neN, z#0)

Verallgemeinerung

im' _ Jrmt Tt ot (mon€Z,m<n)
izml O (m,nEZ,m>n)
ﬁ _Jomewmia (m,n € Z,m <n)
i=m 1 (m,n € Z,m >n)

Folgerungen
(1) Yr oz = (Z;ng fL‘1> + (Z?’mﬂ xz) (I,m,neZ,l<m<n)

(2) Tliepzi = (1‘[;”5 :cZ) . (H?mﬂmi) (I,m,neZ,l<m<n)

™.t = gmtn (m, n € Ny, z,y €R)
® G = o
@y = ey

(b) Wiederholte Anwendung des Kommutativgesetzes (K2) liefert fiir jede bijektive
Abbildung ¢ : {1, ..., n} = {1, ..., n}
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D_T= D Tl
i=1 i=1

Beispiel

o(i)=n+1—i

n n
Z%:Z%Hﬂ' [z1+ -+ zp=zp+Tp_1+ -+ 1]
i=1 i=1

Verallgemeinerung

e:{m*,m*+1,...,n*} = {m, m+1, ..., n} bijektiv
n n*
D= D Tl
i=m i=m*
Beispiel

0:{0,...,n_1}—= {1, ...,n,p@i) =i+ 1
(6)
n n—1
Z Ti = Z Tit1 Indexverschiebung
i=1 i=0
Eine weitere Anwendung des Kommutativgesetztes liefert
(7)
n n n
St = (L) + (Lu)

=1 i=1 =1

Verallgemeinerung

(8)
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n
S1:= aii ai2 ccr Qln = Zalj

Jj=1

n

S:— asi agy - G, | = ) ag;

Jj=1

n
Sp:= am1 Am2 Qmp | = Zamj

Jj=1

5=1 \i=1
t t o
n n m
D= D ai
j=1 j=1i=1

m n
Aus der Gleichheit ) s; = > t; folgt (8).
i=1 j=1

16.11.2009
(c) Wiederholte Anwendung des Distributivgesetzes fiihrt auf

(9)

n

i=1 =1

i=1
[ Mxy + -+ xp) = Az + Azo + -+ + Ay
Verallgemeinerung

(10)

(gm’) ' (Zn:yj> = g(gl’%) & i(i fﬁiyj)

Jj=t 7=1 Mi=1

Beweis

m n n n n
S (50) o Sarn S S
; i=1 j=1 j=1

= D wwy Ty wayit Y Tmy;
j=1 j=1 j=1

e
=:s1 =:s2
m

= > (JZ: xya)

i=1
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(d) In der Rechnerarithmetik gelten Assoziativ- und Distributivgesetze im allgemeinen

nicht:
Es gibt Maschinenzahlen mit § # 0, wobei 1@ d=1,a® b := \r(fi/ (a+0b)
Rundung
GleitpunI:taddition

dann:

e (-1) = 0

do(le (1) =

0

In den géngigsten Programmiersprachen ist der Additionsoperator linksassoziativ,
d.h. a4+ b+ ¢ wird als (a + b) + ¢ ausgewertet.

Beispiel

1. Sei n € Nund ay, ..., a, € R. Dann gilt:

n

Z(ak —a,.,)=a,—apyr (%)

k=0

Erster Beweis durch Ausschreiben der Summe:

Z(ak — ak_H) = (CLO — al) + (a1 — ag) + (CLQ — a3) + ...
k=0

+(an—2 - an—l) + (an - an+1) = aQ — Qn+1

Zweiter Beweis durch Anwendung der Rechenregeln fiir Summen:

n

n n
Z(ak — k1) = Z ax — Z Of+1
k=0 k=0

(n—1)+1

n
Indexversch.
= ao+Zak— Z a; + ap+1
k=1 =1
= ag — An+41
Veranschaulichung:
n n n
oo = S-S (0 T D)
k — Uk+1 - k — k+1 —
a +... Ha “+a
) k=0 k=0 1 n ntl
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Bemerkung

Aus (*) folgt sofort

n

Z(ak_H — ak) = Gp+1 — Qo (**)

k=0
2. Es gilt
- n(n+1)
k =
2
k=0
Beweis
S@k+1) = SO [R+17 -] (*%)
k=0 k=0
= (n+ 1)2 —0?
Andererseits:
DRk+1) = Y 2k+14+> 1=2-) k+(n+1)
k=0 k=0 k=0 k=0
sonst:
2-Y k+(n+1) = (n+1)
k=0
d.h.
- n(n+1)
k —
2
k=0

1.4 Binomischer Satz

Sei z, y € R, n € Ng. Dann gilt
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Beweis

Multipliziert man aus, ohne das Kommutativgesetz der Multiplikation zu verwenden, so
erhélt man 2" Summanden der Gestalt z; - ... z,, wobei z; € {x, y}.

Beispiel:

(z+y)? = (@+y) (@+y) - (@+y)
= 22T+ TTY + TYT + TYY + YT + YTy + yyr + yyy

— 2% Summanden

3
— (1> Summanden, in denen xeinfach vorkommt

Jedem Summanden entspricht genau ein n-Tupel (z1, ..., 2,) € {z, y}".

Nach 0.14(e) gibt es genau (}) n-Tupel, in denen z k-fach und y (n — k)-fach vorkommt,

also gibt es () Summanden, des Werts xhyn=h

1.5 Geometrische Summenformel

(a) Sei x, y € R, n € Ny, dann gilt:
n
R ) B T
k=0
n
= (z—y) Yy atyt
k=0

(b) Sei g e R, ¢ # 1, n € Ny. Dann gilt

n ) 1— qn+1 qn—i-l -1
D |
=0 —q q—
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Beweis

n n
(w—y)- Y ay"™F = Y (z—y)-aFy"h
k=0 k=0
n
_ Z (karlynk _ mk:ynJrlk)
S—— ——
k=0 =0k41 =ag
— gt Y — xOyn—(O—l) — pntl yn+1

Die zweite Gleichung folgt mit der Indextransformation ((k) =n —k

n n n
Z l,kyn—k _ § :En—l yn—(n—l) _ Z :L,n—kyk
~— & , ~—
k=0 I=n—k =0 1 Bewegung der Indizes unbed. k=0
~—~— Y
ke{0,...,n}

(b) folgt aus (a) mit x =1, y = q.

1.6 Definition (Polynom vom Grad n)

n
Sei n € Ny, ag, ..., a, € R. Die Funktion p: R — R, p(z) = >_ azz* wird als Polynom
k=0
bezeichnet. Ist a,, # 0, so heifst n Grad des Polynoms (Bez.: grad p) und a,, Hochstkoef-

fizient.
¢ € R heikt Nullstelle von p, wenn p(§) =0

Bemerkung: Das Nullpolynom, definiert durch p(z) := 0 (x € R), zéhlt zu den Polyno-
men und erhdlt den Grad —1.

[P, := {p: p Polynom vom Grad < n} soll auch das Nullpolynom enthalten]

1.7 Satz

(a) Sei p ein Polynom von Grad n > lund (eine Nullstelle von p. Dann gibt es ein
Polynom ¢ mit Grad ¢ =n — 1, so dass

p(x) = (-0 q(z) (zeR)
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(b) Jedes Polynom von Grad n ldsst sich schreiben als
p(x) = (=™ ... (x &)™ qx)
4
= <H(:v — fi)m") q(z) (z€R)

i=1
mit ¢ € Ng, my, ..., mg e N, &, ..., & € Nund g(x) #0 (x € R).
Auferdem gilt grad p =m1 +...my+ grad q.

(¢) Jedes Polynom von Grad n > 0 besitzt hochstens n verschiedene Nullstellen.

n n

(d) Falls zwei Polynome > a - 2% und 3 by, - 2¥ an mindestens n + 1 Stellen iiberein-

stimmen, dann gilt ak_: by, fiir alle k= 0,...,n.

Beweis
(a)
p(z) = p(x)—pC)

n n
= Zak-mk — Zakck
k=0 k=0
n
= > a(e*—¢h)
k=0

= ag(a” =)+ ) ax(a¢h)

k=0

n k—1
Sap- (= Q) - 3
k=0 =0

K-1
= @Y 3wk
k=1 =0

—
ot

n k—1 4 4
= (=0 apz' P
k=1 1=0
q(x)
Noch zu zeigen: q¢ Polynom vom Grad n — 1.
17.11.2009
Zu zeigen:
n k—1
k—1—i 1
T) = a
q(x) Z KT
k=1 1i=0 ik
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ist Polynom von grad n.

i=1 Q12

A1k
i=n-1 Qp—_1n

Statt das Tableau zuerst spaltenweise zu summieren, wird es jetzt zeilenweise sum-
miert. Zeilenweise Summerierung ergibt:

n—1 n
— Z Z akfk_l_i'l'i
—_———

1=0 k=i+1 Qi
n—1 n
— Z( Z akfk—l—i>xi
1=0 “k=i+1
b=

n—1
q(x) = Zbﬂ?i mit
1=0

n

by 1 = Z akck—l(n—l)
k=(n—1)+1
= Qan- CO #0

d.h. grad g =n — 1.

Andere Begriindung der Summenvertauschung:

n k—1
1<k<n A 0<i<k-1 (entsprichtZZ)
k=1i=0
1<k<n AN 1<i4+1<k
1<it1<k<n
1<i+1<n A 1+41<k<n

n—1 n
0<i<n—-1 A i+1<Ek<n (entsprichtz Z)

Tt e

1=0k=1i+1

(b) Falls p keine Nullstelle £ besitzt, dann gilt der Satz mit £ = 0 und g = p.
Falls p eine Nullstelle & besitzt, dann gilt grad p > 1.
[Polynome vom Grad 0 haben die Gestalt p = ap # 0 und daher keine Nullstellen.|

Wiederholte Anwendung von (a) liefert die Aussage:
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(c) Weitere Nullstellen, als die in der Darstellung (b) aufgefiihrten gibt es nicht, weil
nach (b)

p)#0  x¢{&,.... &}

p(x) = (m—&)ml...(l‘—&)ml'q(:v) x¢{& ... &)
—~
£0 #0 #0

(d) betrachte

n

r(x) =p(z) —q(z) = Z(ak — bk)xk

k=0

Nach Voraussetzung hat r mindestens n 4 1 verschiedene Nullstellen.

Falls fiir ein k ap # b gilt, dann folgt grad r > 0. Nach Darstellung gilt ohnehin
grad r < n. Nach (c) hat r also héchstens n Nullstellen. Widerspruch!

Somit gilt ax = b (k=0, ..., n).

Anordnungsaxiome

Bestimmte Elemente von R werden als positiv bezeichnet (Schreibweise: x > 0).
Dabei gelten folgende Axiome:

Fiir jedes x € R ist genau eine der folgenden Aussagen wahr:
(Al) >0, z=0, —x>0

(A2) Vo yer: 2>0Ay>0=>24+y>0

(A3) Vo yer: 2>0Ay>0=2-y>0

1.8 Definition

Seien z, y € R.

r>y & z—y>0
T2y & r>yVr=y
r<y & Yy>x

<y & z<yVr=y
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1.9 Rechenregeln (Auszug)

Seien z, y, 2, a, b € R. Dann gilt

(a) e >yAy>z=x>z (Transitivitit)

(b) =z>y & rz+a>y+a
r>yNa>b = x+a>y+b

(c)x>yNa>0=a-z>a-yr>yNa<0=a-x<a-y
(d) 2#0=22>0 (insbesondere 1 > 0)

11
(e) c>yAy>0=2>2>0

z>y>0

Beweis
(a) Seix >yund y > 2z, dh. z —y > 0und y — z > 0. Nach (A2):

(z—y)+(y—2)>0

r—=z

d.h. z— 2z >0 bzw. x > z.

(b) a:>y]2:>ef'x—y>0<:>(x+a)—(y+a)>0[<):>f':z:+a>y+a

Zweite Ungleichung analog.

(c) Sei z >y und a > 0. Dann x —y > 0 und a > 0, also nach (A3) (x —y)-a > 0.
Sonst ax — ay > 0, d.h. axz > ay.

Sei x >y und a < 0. Dann > y A (—a) > 0.
Also nach (c)

(—a)z > (—a)y
~——

—ar > —ay
Nach (b) durch Addition von a(x + y) ergibt sich

—ax +a(r +y) > —ay + a(z + y)

Vv Vv
ay a-x

(d) 1.Fall: x > 0. Dann nach (A3) z-x >0

2.Fall: z < 0. Dann —z > 0, also (—x)(—xz) >0
——

xr-x
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(e) Sei z > 0. Dann

1 1
—=z - (5)? >0
r x
>0 S—~—
>0 nach (a)

Sei x > y > 0. Nach (A2) folgt = -y > 0. Wegen des soeben bewiesenen % > 0.
Hieraus wegen = > 0 und (c)

1 1 1 1
xr-—>y-—,also — > —.
xy xy y

1.10 Definition (Betrag von z)

z fallsz >0

Sei z € R. Dann |z| :=
—z fallsxz <0

[Beispiel: [2| =2, |- 2| = —(~2) = 2]

1.11 Folgerungen

Sei x € R, M > 0. Dann gilt
(a)

|| >0, |—z|=]z|>, Jz|=02=0
(b)
o] <M & —-M<z<M
lg| <M & —-M<z<M
—le] < < |

lzy| = || - |y
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Beweis

(a) |z| > 0 klar nach Definition, ebenso |z| =0< =0

x falls x>0 —x falls (—z) >0
lz] = <0 fallsz=0=|—z|=40 falls (—x) =0
x fallsz <0 —(—z) falls (—x) <0

—x fallsx <0
& |—z[=<0 fallsz=0
T falls x > 0

(b) ,, =" Seilz| < M :
1. Fall: > 0. Dann = = |z| < M, also 0 <z < M, sonst —M <z <M

2. Fall: x < 0. Dann —x = |z| < M, also 0 < —x < M bzw. —M < x < M und
daher: —M <z < M.

y =t

Sei —M <z < M.

1. Fall: x > 0. Dann |z| =z < M.

2. Fall: z < 0. Dann |z| = —z < —(—M) = M.

Die letzte Ungleichung folgt mit M = |z| aus der ersten Ungleichung.
Die zweite Ungleichung wird analog zur ersten bewiesen.

(¢) 4 Fallunterscheidungen
Lz20,y=0fz-yl=z-y=]z[ |y
2.2>20,y<0:|z-yl=—(x-y)=z-(—y) =|z| |y
3. x<0,y>0
4. x <0,y <0 usw.

(d) z=F -y ,alsonach (?) |x]:‘§‘]y\

= =l

1.12 Satz (Dreiecksungleichung)

Seien z, y € R. Dann gilt
(@) |z +y| < |z| + [yl
(b) [lz] = [yl| < |z —y]
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Beweis

(a) Nach 1.11.b

||

|y

—|z| <=z

<
—lyl <y <

—lzl + 1yl < z+y < o]+ |yl

1.11b
S lr+yl < x|+ 1yl

(b) Zu zeigen:
—lz =yl < lz[ =yl < |z —y]

Die linke Ungleichung folgt aus

(a)
lyl = |lo+@—2) < |z[+ |y — 2
= 2| +[-(y —2)| = |z| + |z -y

und die rechte Ungleichung ergibt sich aus

(a)
lz| =y + (z—y)| < |yl + |z —y

Natiirliche Zahlen und vollstandige Induktion

1.13 Definition (min M, max M)

Sei M eine nichtleere Teilmenge von R. Dann heifit m € M kleinstes bzw. grofstes Element
von M, wenn gilt:

Yaoe M : m<a

YaoeM : a<m

Bezeichner: min M bzw. max M.

23.11.2009

Bemerkung:

1. min M und max M sind jeweils eindeutig bestimmt, wenn sie existieren.
[Denn: m, m’ kleinste Elemente von M = m <m/ Am/ <m — m =m/]
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2. min M und max M brauchen nicht zu existieren, sogar wenn M eine beschrinkte
Menge ist.
Bsp.: M ={z € R:0 <z < 1} |[Beweis spéter|

1.14 Lemma

Sei M C Z, M # (). Dann existiert min M.

Beweis: Durch Riickfithrung auf endliche Teilmengen von N.
M # (), dann gibt es ein m € M

1. Fall: m kleinstes Element von M, d.h.
YVaoeM: m<a

2. Fall: m nicht kleinstes Element von M, d.h.
JaeM:m>a

Betrachte:
A={aeM:a<m}C{l,2,...,m}
B:={a€eM:a>m}
A und B sind nicht leere Teilmengen von N, M = AU B.
Wegen A # () und A endlich existiert nun A.
Nach Konstruktion ist min A kleinstes Element von M.

[z.z.: min A <a (a € M)
1. Fall: a € A: klar
2. Fall; a € B: min A <m < a

1.15 Prinzip der vollstandigen Induktion

Sei A(n) fiir jedes n € N eine Aussage.

Sofern:
A(1) wahr ist (Induktionsanfang)
und fiir jedes n € N
A(n) = A(n + 1) wahr ist (Induktionsschluss)

dann gilt fiir jedes n € N
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A(n) wahr
A(1) wahr A A(1) = A(2) wahr, also A(2) wahr
A(2) wahr A A(2) = A(3) wahr, also A(3) wahr

Beweis: Wir betrachten die Menge M :={n € N: A(n) falsch}
Annahme: M # 0
Nach Lemma 1.14 besitzt M ein kleinstes Element m € N.
1. Fall: m = 1: Dann wére A (1) falsch — Widerspruch zum Induktionsanfang

2. Fall: m > 1: Dann m — 1 € N und A(m — 1) wahr.
Aus der Richtigkeit von A (m — 1) = A (m) (Induktionsschluss), folgt A (m) wahr.
Widerspruch!

Also gilt M = () und daher Vn € N: A(x) wahr.

Bemerkung:

1. Der Induktionsschluss kann bewiesen werden, indem A4 (n) als wahr vorausgesetzt
wird (Induktionsannahme) und die Richtigkeit von A (n + 1) gefolgert wird.

2. Das Prinzip der vollstdndigen Induktion verallgemeinert sich auf die folgende Si-
tuation:

A (ng) wahr fiir ein ng € Z (Induktionsanfang)
VneZ,n>ng: (A(n) = A(n+1)) wahr (Induktionsschluss)
Dann ist Vn € Z, n > ng : A (n) wahr

1.16 Bernoullische Ungleichungen
Seiz eR,z>—-1,neNy. Dann gilt (1+2)">1+n-x

Bemerkung: Fiir x > 0 folgt die BERNOULLI-Ungleichung sofort aus dem Binomischen
Satz.

Beweis: Vollstdndige Induktion:
An) &= (Q+2)">1+n-x

def. durch
A (0) ist wahr, weil (1+2)°>1+0-z
1
=1 =
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An)=An+1): 1+z)"™
14+2)" (1+=x)

——

0 wg. z>—1
(I+nx)(1+ a:)
1+ nx + z + na?
=1+ (n+1) -2+ na?
>0

>14+(n+1)x (Induktionsschluss)

Eine weitere Variante des Induktionsprinzips ldsst sich wie folgt formulieren:
Die Aussage Vn € Z, n > 0: A(n) ist wahr, wenn gezeigt wird:

A (ng) ist wahr (Induktionsanfang)

Yn € Z, n > ng

A(mo) NA(no+1) Ao ANA(n) = A(n+ 1) ist wahr (Induktionsschluss)

1.17 Potenzsummen

n

Sei k € Nyg. Dann ist Sy : N — N, Si (n) = >_i¥ ein Polynom (in n) vom Grad k + 1

=0
und es gilt:
k-1
1 k —l— 1
O s = e e (T ) s @) wen
7=0
Beispiel:

J
n—mal J=0
0
0
Si(n)=14+2+..4+n = 2((n—|—1 -1- J;( ) 2(n +2n—n) =
2
Ay
——
\T—/ n

Bemerkung: Obwohl S nur auf N definiert ist, sprechen wir von einem Polynom, da
zwischen den Polynomfunktionen auf N und den Polynomfunktionen auf R eine bijektive
Beziehung besteht (Satz 1.7d).
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Beweis: (*) Ubungsaufgabe

A (k) & Sj ist ein Polynom vom Grad k + 1

A (0) ist wahr, weil Sy (n) =n (n € N) [Polynom Grad 1]
AO)NAQ)A..AN) = A(n+1)

Aus (*) folgt

ko k+2
k
S =gyl (DM e (PP sm )
Polynom Grad k42 Polynom vom Grad
nach dem Binomischen Satz JH1<k+1

Folgebegriff, reflexive Definition

Unter einer Folge von reellen Zahlen versteht man eine Abbildung N — R, n — a,.
(Jedem n € N wird also ein a,, € R zugeordnet)

Schreibweise: (ay,) n € N oder (a1, az, as, ...)

Ersetzt man R durch eine beliebige Menge X, so erhilt man eine Folge von Elementen
in X (Folge in X).

Beispiel:
(a) ap =a (n € N) mit a € R fest. (a, a, ...) konstante Folge.
b) an=1(meN) (111 .)
(¢) ap = (-1)" (n € N) (-1, 1, -1, 1, ...)
(d) (an),ey definiert durch
a = 0
an4+1 = q-an—FT’(TLGN)(q,TGR,q#l)
a = 0
ai = T
ag = q-ai+r=(1+gq)-r
az = q'ag—i-r:q-(l—l—q)'r—kr:(1+q+q2)~r
Vermutung:
a, = (1+q—|—...+q"—1) = 7‘1(]:11 o

(Beweis: Ubungsaufgabe)
(e) (an),ey definiert durch ag =1, a1 =1, apny1 = ap +an—1 (n €N)
(1, 1,2, 3, 5, 8, ...) FiBoNAccI-Folge

[Es gibt eine geschlossene Formel, s. UA]
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n n—+ 2
ap = 1,an+1:—n}r22( i )ak(nENO)

1
ay = D)

e = ((§ )+ (F)o)=10-9-—

(@n) ey Bernoulli-Zahlen (Bezeichnung: B;,)

n|0 1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12

T 1 1 1 1 5 691
Byl —3 50 —35 0 50 —55 0 g 0 —55

keine explizite Formel bekannt!

Mit den BERNOULLI-Zahlen erhélt man Formeln fiir die Potenzsummen [ohne Be-

weis|
k

1 k1 y
Sk (n) = mZBj ( ; ) (n+ 1)k

J=0

(8) Sk (n)en, aus 1.17: Folge von Abbildungen N — N

In (d) bis (g) spricht man von der rekursiven Definition einer Folge. Dabei ist ap,
fiir festes ng € Z gegeben und eine Vorschrift, die sich a1 aus ay,, ang+1, -, an
erhalten l&sst.

Formaler: Sei M eine Menge, ng € Z und fiir jedes n € Z mit n > ng eine Abbildung.
fo M0+l M gegeben
Durch
any, € M
und
Vne€Z,n>no: ant1 = fn(ao, .., an)

wird genau eine Folge (ay,) definiert  [ohne Beweis|

n>ng

24.11.2009

(A4) Archimedisches Axiom

VeeR dneN:n>zx

|Hieraus folgt, dass es kein Element oo (junendlich”) in R gibt|
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1.18 Folgerung

Es gilt:

(a) zu jedem x € R gibt es genau ein z € Z,sodass z <x < z+1: Ve e RI1z € Z:
z<zx<z+1

(b) V. >03n e N: 1 < ¢ (Satz des EUDOXOS)

(c) Sei a > 0.Dann Ve >03dn e N: 5 <e

Bemerkung

1. Das nach (a) zu x € R eindeutig bestimmte z € Z wird mit [z] (,, Gauss-Klammer
von z”) bezeichnet.

2. In C! wird [z] durch floor(x) nachgebildet, allerdings liefert floor als Ergebnis
eine Gleitpunktzahl (im Englischen [z] — floor)

3. Aus (b) folgt spéter lim & =0

Beweis:

(a) Zeige Existenz:

1. Fall
2. Fall

3. Fall

x € Z, wihle x = 2

x@&Z,x>0:Si M:={neN:z<n}

Nach (A4) gilt M # (). Aus Lemma 1.14 folgt, dass M := min M existiert.
Behauptung: m — 1 < x < m.

Nach Konstruktion gilt: x < m.

m — 1 < x ist dquivalent zu m —z < 1

Annahme: m —z >1

Dann: m —x > 1, weil x ¢ Z

Alsoz <m —1. Wegen m —1 > 2 > 0 und m € N, folgt m —1 € N.

Aus © < m—1 ergibt sich dann m—1 € M, d.h. m ist nicht kleinstes Element
von M. — Widerspruch!

Mit z :=m + 1 folgt (a).

r¢Z,x<0

Nach dem 2. Fall gibt es 2 € Z, so dass 2 < —x < z + 1
dh. -z -l<z<-%

wihle: z 1= —z — 1.

!Gemeint ist die Programmiersprache ,,C*
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Zeige Eindeutigkeit:
Seien z1, 29 € Zmit z1 <z <z+lund 29 <x <29 +1

Dann
I CINETIIl ARl e sez
|29 — 21| < 1. Sonst: 21 = 29
(b) Sei e > 0. Wahle in (A4) z := =
Dann existiert n € N, so dass n > % Also gilt: - Lo¢
(c) Seie>0und o > 0. Wéhle (A4) x :=

a
e’
Dann existiert n € N, so dass n > 2 d.h. %

Hieraus:
o « o Qo

— = < < =<
o T A+ “ntl o o F

[BERNOULLI-Ungleichung: (1 4+ 1)" > 1+n-1]

Bezeichnung fiir Intervalle:

(a) Beschrinkte Intervalle:

[a, b] :=={x €R: a <z <b} (a, b€ R, a <b) abgeschlossenes Intervall
[a, b :=={x € R: a <z <b} (a, b€ R, a<b) halboffenes Intervall
la, b :={z€eR: a<x<b}

la, b :={zx € R: a <z <b} (a, b€ R, a<b) offenes Intervall

Wir ordnen allen diesen Intervallen die Lénge |J| = b — a zu.
(b) Uneingeschriankte Intervalle:

[a, co[:={z € R: a <z} (a € R) abgeschlossenes Intervall

|—00, a] :=={z € R: x <a} (a € R) abgeschlossenes Intervall

la, o] :={z € R: a <z} (a € R) offenes Intervall

|—00, a[ :={x € R: x < a} (a € R) offenes Intervall

Bemerkung: Es gilt
Ry = ]07 OO[
R U{0} = [0, oo

R =]—00, o0f
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1.19 Definition (Intervallschachtelung)
Sei (J,) n € N eine Folge abgeschlossener, beschrénkter Intervalle. Diese bildet eine
Intervallschachtelung, wenn

(i) YneN: Jyp1 C Jy
(i) Ve>03IneN: |J,| <e

Beispiel:
(2) (Jp) n € N mit J, = [0, 1] ist eine Intervallschachtelung.

Es gilt () J, = {0}
neN

(b) Eine Folge abgeschlossener, beschrankter Intervalle (J,) n € N, die (i) erfiillt und
fiir die |J,| < g% (n € N) gilt, ist eine Intervallschachtelung.

Vollstandigkeitsaxiom

(v) Fiir jede Intervallschachtelung gilt:

() #0

neN
dh. Ixr e RVneN: z € J,

Bemerkung: =z ist eindeutig bestimmt, d.h. 31z e Rvn e N: z € J,

Denn: z, 7 € () J,. Annahme: ¢ # T

neN g

— Grafik 1.19-02 —

Setze € := |z — Z| und wihle n so grof, dass |J,| < .
2, T€Jy =z -7 < || <e=1lz—7|

Somit: 3 |z —Z| < 0. Widerspruch!
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Betrachte 0,14159265...

Ji [0.1,0.2]
Jo [0.14, 0.15]
Js [0.141, 0.142]
[
[
[

Jy [0.1415, 0.1416]
Js [0.14159, 0.14160]
Js [0.141593, 0.141593]

| Jn| = 107"

1.20 B-adische Entwicklung (fiir reelle Zahlen < [0, 1])

Sei B € N, B > 2. Wir nennen Z € {0, ..., B — 1} eine Ziffer zur Basis B.

(a) Sei (Zk),en eine Folge von Ziffern zur Basis B. Dann ist (Jy,),,cy mit

C [0, 1]

n —

anzk -B7F, znjzk -B*4+B™
k=1 k=1

n
k=1 neN

heifst B-adische Entwicklung der eindeutig bestimmten reellen Zahl x € () J,.
neN

eine Intervallschachtelung.

Die Folge

[e.°]
(Hierfiir schreiben wir spéter x = . Z - B™F)
k=1

(b) Sei 0 < z < 1. Dann besitzt = eine B-adische Entwicklung.

Beweis:

(a) |Ju| =B ™ <27 (neN)
n+1
Jni1 C Jp wegen > Z;, - B7F > ZZkB b
k=1 k=1
n+1 n
und 3> Z,- B k4 B-(nt1) — zzk B %4 Z, B~ 4 p=(n+1) z Zy B~k +
k=1 k=1

(Zn41+1)-B—(n+D)
—_——

<B
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Also ist (Jn),cy eine Intervallschachtelung und es gibt ein eindeutig bestimmtes

z € () Jn.
neN

Wegen J,, = | Zy B™1, (Z1 +1)B71| C [0, 1] und J,, < jns1 (n € N) ergibt sich
~ S——
>0 <B

Jn C [0, 1] (n € N)

Wir betrachten die rekursiv definierten Folgen (Zj),cn und (ax),en-

ap =
Zyv1 = [B - ag]
agy1 = B ax — Zgy

}(keNo)

r = 0.14159265, B = 10

ag = 0.14159265

s = [10ag) = [1.14159265]
=1

a; = 10ap — Z; = 1.4159265 — 1
= 0.4159265

zo = [10a1] =4

30.11.2009
(ak)peny> (Zk)pen definiert durch ap =z [0 <z < 1]
Zyy1 = [Bay]
A1 = Bay — Zk+1 k € Ny
~——

[Bak]

CAus 0<y—[y] <lund 0 <z < 1folgt 0 <ar <1 (keNy).

Somit 0 < [Bag] < B d.h.
——
Zkt1

Zr+1 €40, 1, ...,B—1} (k € Np)

n
Zeige: x = ZZkB_k +a,B™" (n € Np)
k=1

~~

A(n):<
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Vollstiandige Induktion:

0
A(0) : ZZkB_k + ap B Y=z wahr

k=1 x 1
N !
=0

An) = A(n+1):

n+1 n n
S ZuB7F 4 ayyq - B0 = (Z ZeB* + Z, iy - B—<”+1>> +apy1 - B~ = S 7, B7F 4 (Z,,
k=1 k=1 k=1

n A)(Ind. Ann.
SS 2B+ ay - B ()(n: nn.)
k=1

x=DB-a, (s.0.)
3. Mit 0 < a, < 1 ergibt sich

n n
ZZkB*’“ <z< ZZkB’k +B™
k=1 k=1

d.h. x e I,.

n
Damit ist (Z ZkBk> eine B-adische Entwicklung von z.
k=1 neN

Bemerkung: Im Fall 2 > 1 erhélt man

o0
r= Y ZyB7* fiir ein kg € Ny
k=—ko

Das ergibt sich aus der Ungleichung
Bfo < x < B*+1 ynd der Anwendung von 1.20 auf BT
Auf Details wird verzichtet.
o0
(Natiirlich muss man . Z,B~* in die entsprechende Intervallschachtelung umschrei-

k=—ko
ben. Nach Einfiihrung des Begriffs der konvergenten unendlichen Reihe ist das nicht mehr

notwendig.)

1.21 Definition (Lipschitzstetigkeit)

Sei I € R ein Intervall. f: I — R heifst lipschitzstetig, wenn
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L > val,xg el: ’f(.%‘l) — f(xg)’ < L‘:Cl — 1‘2|
L wird als Lipschitzkonstante bezeichnet.

Graphische Veranschaulichung

I x(D) )

f(z1)—f(z2)

T1—T2

< L (z1,29 € I, 21 # x2)

Betrag der Sehnensteigungen ist durch L beschrinkt. I unabhingig von x1, xs!

Beispiel:

(a) f(xz) =z (x € R) ist lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 1, denn |f (z1) — f (x2)| =

|1 — 2o < 1- |21 — 29

Nattrlich ist f auch lipschitzstetig mit jeder Lipschitzkonstante L > 1)

f(x)=x

fla) =

(b) f(x) = |z| ist lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 1, denn |f (z1) — f (x2)| =

1.12b
[[z1] = |z2f] < |21 — 2]
z1,22€R)
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f(x) =1x|

fa) = 2|

(¢) f(x) = ? ist lipschitzstetig auf beschrinkten Intervallen [a, b], denn:

|f(z1) = f(x2)] = |o}— 23]
= |(z1 +22) (21 — 22|

|z1 + 22| - [21 — 72

< (Joa]| + |z2]) - |21 — 22
—
<maz(|al,|b])
< 2-mazx(|al,[b]) - |z1 — 22
< maz (|al, |b])

f (z) = 22 ist nicht lipschitzstetig auf R, denn

Daher kann es keine Schranke fiir

f(xl) — f(l'Q) (.%'1,.%’2 c R)
1 — X2
geben.
flx)=x*
! f(z) =a?

(d) Verallgemeinerung: Sei k € N, k > 2.
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f (z) = 2" ist lipschitzstetig auf beschrinkten Intervallen [a, b]

o) — f ) = |k — o] 2

l‘l—mg Z'Tklll |l‘1—$2‘ Zxklzz
Dreiecksungleichung mehrfach
k—1 k-1 4 '
<lay — wof - > 2T | = = Y [ [T <
: : ~~
1=0 =0
k-1

|z1],|z2|<maz(|al,|b])

21 — 22| - Y _maz (Jal, b)) maz (|a] , |b])" = k - maz (|a] ,|b])
=0

-~

k—1
) : \96'1 - 562!
k—1
maz(|al,|b|)

Wie in (c) erhélt man, dass f nicht lipschitzstetig auf R ist

© f(x){ 1 fiir 2 > 0

ist nicht lipschitzstetig, denn
—1firxz <0

=n (n €N)

-1/n

I/n

Bemerkung:

(a) Nach Einfithrung des allgemeinen Stetigkeitsbegriffs werden wir sehen, dass gilt
f lipschitzstetig, = f stetig

(b) I beschrénktes Intervall, f : I — R lipschitzstetig = f beschrénkt, d.h
M >0Vz el |f(x)| <M
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M f durch m beschrinkt

denn: Seit ¢ € I fest. Dann

|/ ()] [f () = [ (e) + [ (e)]

|f (@) = F () +[f ()]

Lz —c)+|f(c)l

L 7] +1f(e)] =M (x €1)
~—

Lange vonr

IN N IA

Beispiel fiir eine nicht beschrinkte Funktion auf beschrianktem Intervall:
fl@)=4 (0<a<1)

f(x) = 1/x

1

also nicht lipschitzstetig.

1.22 Zwischenwertsatz (Vorldufige Fassung)
Sei I = [a,b] ein beschrénkte Intervall, f : I — R sei lipschitzstetig, f (a) <0, f(b) >0

(oder umgekehrt f(a) > 0 und f(b) < 0 ). Dann gibt es [mindestens| ein x € I mit
f (@) =o.

70



1 Reelle Zahlen

Skizze:

Beweis: Sei f(a) <0 und f(b) > 0. (Andernfalls f durch -f ersetzen)

Idee: Durch fortgesetzte Halbierung Intervalle [ay,b,] konstruieren mit f(a,) < 0,
f (bn) > 0. Rekursive Definition dieser Intervallel,,:

Iy = [ap, bo] mit ag := a, by := b (Dann f (ap) < 0 und f (by) > 0)
I, = [an, by] mit f (a,) < 0und f(b,) > 0 sei bereits konstruiert.
¢y == dbn (Mittelpunkt von I,,)

[an, cn] falls f(cy,) >0
I, = lapt1 + by
. { (cusbu] fals f(cq) <0 | Lt F el
Dann gilt 11 C In, [Int1]| = & ||, f (ans1) <0, f (bpg1) >0
Also |I,| = o (bo — ba)und (I,),,cy ist eine Intervallschachtelung.

Nach dem Intervallschachtelungsaxiom gibt es genau ein z € () I,,.
neNg

Noch zu zeigen: f (z) =0
Sei J,, :=[—L (b, —ayn), L (b, —ay)] (n € N). Wegen J,,+1 C Jp und |J,| = 2L(b, — ay) =
——

%(bn*an)

2

W% (a0 — bo) ist(Jn),cy eine Intervallschachtelung.

Wir sind fertig, wenn wir gezeigt haben, dass f (z) € J, fiir jedes n € N.

Dann gilt natiirlich f (z) € () J. Andererseits gilt 0 € J,, (n € N), also 0 € [ J,. Da
neN neN

() Jn genau ein Element enthilt, folgt f (z) = 0.
neN
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01.12.2009
Zeige: f(z) € Jp :=[—L (bn, —an), L (b, — ay)]
7777777777777777777777777 \SteigungL
Libr-as)
5 /ar br/

D — ——
( L{bs-a,) { .

Schaubild: f (a,) <0, f(b,) >0 a, <x <b, wegen x € I,

Lz —ap| =L (z— ay)
L(z—ay)
L (b, — ay)

£ 3
VAR VAVAN

L|b, —z| =L (b, — x)
L (b, — x)
L(bn_x)_f(bn)

—L(by —z)+ f(by) > —L (b, — )
——

o4

|
=
OIOION
(VAR VANRVARRVAN

>0
—L(by, —z) > —L (b, — ay)

Y

d.h. =L (b, —ap) < f(z) < L (b, —ay), also f(z) € J.
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1.23 Corollar (Vorldufige Fassung)

Sei I = [a,b] ein abgeschlossen beschrénktes Intervall, f : I — R sei lipschitzstetig und
y eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt es (mindestens) ein z € I mit

f(z)=y.

ON

f(a) ]

Beweis:
. Fall: f(a)= f(b). Dann gilt y = f (a) = f (b) und die Behauptung folgt mit x = a oder
x =0b.

. Fall: f(a) # f(b). Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit (O.E.d.A.) f (a) < f (b).

Falls y = f (a) bzw. y = f (b) vorliegt, dann gilt die Behauptung mit x = a bzw.
x=5>

Bemerkung: Wegen der Eigenschaft, dass f jeden Wert zwischen f(a) und f (b) an-
nimmt, bezeichnet man 1.22 bzw. 1.23 als Zwischenwertsatz.

1.24 (k-te Wurzel)

Sei k € N, k > 2. Dann gilt:

(a) Die Funktion [0, co[— [0, oo[,z — z* besitzt genau eine Umkehrfunktion.
(Bezeichnung: x — /)

() (V)" = a = VaF (a20)
W:W.%(meO)
() 0<a<b= ¥a< Vb
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Beweis: Wir zeigen zuniichst, dass f : [0, co[— [0, oo, f(z) = «* bijektiv ist.
e f injektiv:
Seien 1, x9 > 0, 1 # xo. Zu zeigen: f(x1) # f(x2) 0. E.d.A: 0 < 1 < xo.
Hieraus: 2§ < x5, d.h. insbes. f (z1) # f (22)
e f ist surjektiv:
Sei y > 0. Zu zeigen: Es gibt x > 0 mit f (z) = y.
Aus y > 0folgt 0 <y < (1+y) < (1+y)F
Mit @ := 0 und b := 1 +y folgt f|(, ) lipschitzstetig (nach Bsp. d zu 1.21), f (a) =
0<y<(1+y)" =)
Also existiert x € [a,b] C [0, oo mit f (z) =y nach 1.23.

Nach Satz 0.25a besitzt f eine Umkehrabbildung, die nach 0.24 eindeutig bestimmt ist.

(b)
f(x) = 2% f'(z) = ¥z (Umkehrabbildung von f)

f @) = a=(Ya)' =a(a>0)
FU@) = o= VaF=a
G o et () o ()
soeben bewiesen KommG, AssozG.

dh. f(Yab) = f(¢a- ¥0)
f injektiv oder Anwendung der Umkehrfunktion.
= Va-b={/a- Vb
(c) 0 <a<b. Zeige: ¥/a < Vb.
Annahme: {/a > /b (> 0)
Dann (W)k > (%)k

d.h. a > b. Widerspruch zu 0 < a < b!

Bemerkung:

1. Fiir k ungerade lisst sich zeigen, dass die Funktion R — R, 2 +— z¥bijektiv ist.
Man kann also in diesem Fall die k — te Wurzel auf ganz R definieren.

2. Die Funktion x — ¥z (z > 0), k € N, k > 2 fest, ist lipschitzstetig auf [a, oo fiir
jedes feste a > 0, aber nicht lipschitzstetig auf [0, ool.
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1 Reelle Zahlen

Beweis: Ubungen
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2 Folgen und Grenzwerte

2.1 Definitionen (Grenzwert, Limes)

Sei (an),cy eine Folge reeller Zahlen und @ € R. Dann heit (a,), .y konvergent gegen
a:=Ve>03Inge NVYn>ng: |la, —al <e

a wird als Grenzwert oder Limes der Folge (ay),cy bezeichnet.

Schreibweise: lim a, = a oder a,, — a (n — )
n—oo

Ist a = 0, so heikt (ay,),cy Nullfolge.

Eine Folge wird als konvergent bezeichnet, wenn sie gegen eine reelle Zahl konvergiert.

Andernfalls heifst sie divergent.
g g

] | I
] 2 I
-

U (a) lan, — a| < e & a, € Us (a)

Mit Hilfe der offenen e- Umgebung von a (¢ > 0)
Us(a)=la—¢c,a+e[={zeR: |z —a|] <e}

lésst sich auch sagen:

(an),enkonvergiert gegen a <

In jeder e- Umgebung liegen fast alle Folgeglieder an.

LFast alle” bedeutet hier ,alle mit Ausnahme hochstens endlich vieler”.

2.2 Folgerung

(a) Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist beschrankt, d.h.
dM >0VneN: |a,| <M

(b) Falls a,, — a # 0(n — o0), dann sind fast alle a,, # 0 und es gibt ny € N, so dass
L) beschrankt ist, d.h. AM >0 dng € NVn > ng : % <M

an n>no ‘ ’VL‘ -

(c) Falls ap, >0 (n € N) und a,, — a, dann gilt a > 0.
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2 Folgen und Grenzwerte

Beweis:

(a) Es gelte a,, — a (n — 00). Sei € = 1. In U; (a) liegen fast alle a,, d.h. es existiert
ko € N, so dass |a, —al < 1 (n > nyp)

Also |ay| < |ap —al +|a] < 14 |a| (n > no)
Insgesamt a, < maz (la1|, |az|, ..., |ane_, |, 1 +]al) (n € N).
(b) Es gelte a,, — a # 0 (n — o)
Setze ¢ := 1 |a| > 0. Dann liegen fast alle a,, in U. (a), d.h. es gibt n € N, so dass

lan, — a| < 3 la| (n > ng).

12a
Somit: |a,| > |a| —|a —an| > |a] — §]a| = % |a| >0 (n > ng)

07.12.2009
(c) Es gelte a, — a, a, >0 (n € R). Zu zeigen: a > 0

2 2
< >
] ! [ ! e
a 0 a

n

Annahme: a < 0. Wahle € := 3 [a|. Dann liegen fast alle a,, in U (a), d.h. es gibt
ng € N

la, —al <e=3lal (n>ngp)
Folglich:

an—a<%]a\ (n > no)

Widerspruch zu a, > 0 (k € N).

Bemerkung: Aus a, >0 (n € N) und a,, — a folgt im allg. nicht a > 0.

Bsp.: a, = 1 (n €N), 2 — 0 (n — 00) (Beweis in Kiirze)
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2 Folgen und Grenzwerte
2.3 Satz

Jede Folge reeller Zahlen besitzt héchstens einen Grenzwert.

Beweis: Annahme: a, — a Aa, — a* Aa # a*.

Skizze:

% 1 %
a 1 a*

[ ]
Wihle € := 3 |a — a*|. Dann Uy (a) N U: (a*) =0
[denn: x € Uz (a) NU; (a*) = |z —a| <eA|z—a*| <e
=la—a*| <|r—a|l+ |z —a*| <2 =]|a—a¥

= 0 < 0 Widerspruch!|

Fast alle a,, liegen in U, (a) und fast alle a,liegen auch in U; (a*), also liegen fast alle a,
in U (a) NUe (a*) = (). Widerspruch!

Bemerkung: Erst dieser Satz ermdglicht, von dem Grenzwert einer Folge zu sprechen.

Beispiel:
(a) ap =a (n € N). Dann lim a,, = a.
n—oo
Dann: Sei € > 0.
lap, —al =la—a|=0<e (n€N)

Somit
Ve>0 dngeN VYn>ng: |a, —al<e
———

namlich ne=1

(b) an, =L (n € N). Dann: lim a,, = 0.

n

Sei € > 0. Nach dem ARCHIMEDISCHEN Axiom existiert ng € N mit
1
—<e€
no
Dann: ‘%—O‘:%§%<s(n2no)
Also gilt:
1
Ve > 0dng € NVn > ng : ‘—0‘ <e€
n

d.h. nh—>nolon 0.
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2 Folgen und Grenzwerte

(¢) an=(=1)" (n € N). (an),y ist divergent.

Annahme: Es gibt a € R mit a,, — a. Dann existiert zu € = 1 ein ng € R, so dass
lap, —a] <1 (n>mng)

2=ap — ant1| < lap —a| +|ans1 —a| <14+1=2 (n > ngp), also 0 < 0 [Blitz]

2.4 Lemma

Seien (an),,cy und (b, ), oy Folgen reeller Zahlen, A € R.
Dann gilt:

(a
(b
(c
(d

) an — 0 Ja,| — 0

) ap —=0=X-a, —0

) anp — 0Ab, — 0=a,+b, —0

) bp >0 (neN), |ay| <b, (n€N), b, —-0=a, —0
Beweis:

(a) Wegen |a, — 0| = |an| — ||an| — 0] gilt
Ve >03ng e NVn>ng: |a, — 0| <e & Ve>03ng € NVn >ng: |la,| — 0| <e

d.h. a, - 0< |a,| — 0
(b) Seie >0. O.E.dA:X#0
Aus a,, — 0 folgt, dass es ein ng € N gibt, so dass

lan — 0] < ‘; (n > no)
—
>0

Somit

Al lan, — 0] < e (n > ng)

—————

[A-an—0|
Daher:
Ve >03dnp e NVn>ngp: |[A-a,—0|<e

dh. A-a, — 0.

(¢) an — 0, b, — 0. Sei € > 0. Wéhle ng € N so, dass
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2 Folgen und Grenzwerte

und ng € N, so dass

€ *
|bn—0]<§ (n >ng)

Dann folgt

9 9
[an + by — O = lan + bu| < lan| + [bn] < 5 + 5 =<

fiir n > max (ng, ng).

Somit a,, + b, — 0.

by, > 0(meN),|ay|<b, (neN),b,—0

Ve > 03ngeNVn>ng: |by] <e (wg. by, >0)
la":%bn' Ve > 03neeNVn >no: |a,| <e,dh.a, —0
—
larn—0]

2.5 Rechenregeln |
Seien (an),eny (On)pens(Cn)pen Folgen reeller Zahlen. Dann gilt:

() 4 — 06 an—a— 0 |ay — a] = 0 = |an| — |a]

lima, =a < lim (a, —a)=0
n—oo n—oo

< lim |a, —a|=0 < lim |a,| = ‘ lim a,
n—oo n—oo n—oo

(b) ap - a ANb,—b=a,+b, >a+bAa,—b,—a—>b

lim a, existiert A lim b, existiert = lim (ay, + by)
n—oo

n—oo n—oo
lim a, + lim b, A lim (a, —b,) = lima, — lim b,
n—oo n—oo n—oo

n—oo n—oo

(¢) ap — a A by, — b= ay-b, — a-b (insbesondere: a, — a, A E R = \-a, — \-a)

lim a, existiert A lim b, existiert = lim (a, -b,) = lim a, - lim bn}
Ln—00 n—oo n—oo n—oo n—oo

(d) an —a, by = b#0= % — ¢

lim an
lim a, existiert A lim b, existiert und ist ungleich 0 = lim Z—” ="
n—o0 n—o0 n—oo ’n o On

() ap—a ANb, —bANa,>b,( neN)=a>b

lim a, existiert A lim b, existiert Aa, > b, (n € N) = lim a, > lim bn]

Ln—00 n—oo n—oo n—oo
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(f) an—a ANb,—aNa,<c,<b,(nEN)=¢, —a

[ lim a, existiert A lim b, existiert A lim a, =
n—oo n—oo n—oo

= lim b, ANa, < ¢, <b, (n €N)= lim ¢, = lim a, = lim b, ]

n—od n—oo n—oo n—oo

(Sandwich-Lemma)

Bemerkung zu (d): Da b, # 0 nach 2.2b moglicherweise erst an n > ng vorliegt, miisste

man eigentlich
= — — (n>ng, n — )
- 07

schreiben. Die Konvergenz einer Folge hingt aber nicht von den ersten ngGliedern ab
(nofest). Daher verwenden wir die einfache Schreibweise

an a
b, 9 (n — 00)
Beweis:
(@) ap —a (n—00) = Ve >03ng e NVn>ng: |a, —a| <e
Wegen |ay, — a| = |(a, —a) — 0| = ||a, — a| — 0] folgt
ap, —a<a,—a—0& |la, —al — 0
Aus ||an| — |a]| < |an — a| (wegen 1.12b) ergibt sich a,, — a = |a,| — |a]
(b) 1. Teil:

an—>a/\bn—>bgan—a—>0/\bn—b—>02':4>can—a—l—bn—b—>0gan—|—bn—>
—_—————

Qn +bn_(a+b)
a+b

(c) an —a Aby, —b=|an by, —a-b=|(an—a)bs+a(b, —b)| <

|an — a [bn| +lal - [bn = bl < M- |an —a| + |af - [bp — D]
~— —— ——
<M (nach 2.2a) —0 —0

—0 nach 2.4b  —o nach 2.4b
—0 nach 2.4c
Nach 2.4d ist |ay, - b, — ab| eine Nullfolge, also nach (a)

anb, — a-b
(b) 2. Teil:

()

b) 1. Teil
by = (—1) by (—1).b:>an—bn:an+(_1)bn( ) L. Tei

a+(-1)b=a—-b
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(d) b, — b #0. Dann

2.2b
11 b—b |bn, — b|f’<\M
= — 7| = n| — —1b, — b >
bn b‘ ‘ brb ‘ |bn||b| > |b|| ‘ (n_nO)
—— =0
[—(bn—b)| T

(e) ap — a, by, — b, ap > by (nGN)gan—bn—wz—ngca—bEO@azb
——
>0 (neN)

(f)

ap, — a ANb,—aAa,<cp,<b, (n€N)
lecn —al = |en —an + an —al
< len — an| + lan —al
——
Cn—0n
< (bn—an) +ap —a
= |bn — an| + |an — al
= |bp—a+a—ay|+|a, —al
< by —al+|a— an| + |an — a
——
=lan—al
= |bp—a|l+2-|a, —q
0 0
- 0

d.h. ¢, —a

2.6 Rechenregeln Il (vorldufige Fassung)

(a) Sei I ein Intervall, a € I, a, € I (n € N) und f : I — R lipschitzstetig. Dann gilt
ap — a = f(an)_)f(a)
{ lim apexistiert, lim a, € I = lim f(a,) = f ( lim an)}
n—oo n—oo n—oo n—oo

(b) Sei (an),cy eine Folge reeller Zahlen, a, > 0, k € N, k > 2.

an —a = ¥a, — ¥a
[ lim {/a, = §/ lim a,, falls lim existiert und a, >0 (n € N)}
n—oo

n—oo n—oo
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2 Folgen und Grenzwerte
08.12.2009

Bemerkung:

1. Mit dem spéter zu behandelnden Begriff der Stetigkeit ldsst sich (a) folgendermafen
formulieren:
Jede lipschitzstetige Funktion ist stetig.

2. (b) enthilt die die Aussage, dass die k-te Wurzel auf [0, co] stetig ist.

3. In (b) kann fiir k¥ ungerade die Voraussetzung a,, > 0 entfallen.

Beweis:

(@) [f(an) — F@| <L Jan—a] 2241 (an) = £ (@) = 0222 £ (an) — £ (a)
——

—0 Wg. an—a
N————
—0 wg. 2.4c

(b)

1. Fall a > 0. Sei € := %a. Wegen a,, — a existiert ng — N, so dass a, € U (a) =
Ja—e,a+e[C [4, oo (n>ng)
3

1
2@ 2

Il Il
T T

0

a
x — {/ ist lipschitzstetig auf [, oo[ nach der Bemerkung zu Satz 1.24 (UA),
also folgt ¥a,, — {/a nach (a).
2. Fall a = 0. Hier wird ,Epsilontik” benétigt. Sei € > 0. Zu der reellen Zahl e* > 0
existiert ng € N, so dass |a, — 0] < &¥ (n > ng)
[wegen a, — 0 (n — o0)]
Hieraus | {/a, — 0| < & (n > no)

Wegen der Beliebigkeit von € > 0 folgt &a, — 0

2.7 Einige Grenzwerte

(a) Sei k € N. Dann gilt: lim 4 =0

n—oo

(b) Sei k € N, k> 2. Dann gilt: lim = =0

k
n—oo V1

(¢) Seia € R, a> 0. Dann gilt: lim {/a =1
n—oo
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(d) Esgilt: lim ¢/n=1
n—oo

(e) Sei g € R, |q| <1, k € Ng. Dann gilt: lim n*-¢" = 0.

n—oo

Beweis
1
(a) 0 < 7711@ < — ,also lim ni,c = 0 nach 2.5f.
n n—oo
—0
1 1 1
Oder: lim 2 = lim —- lim —-...lim — =0
n—oo ~—~—" n—oomn n—oonN, n—oon
mehrfache Anw. von 2.5¢c
k-mal
1
b) Wihle a,, = + in 2.6b. Dann a,, — 0, also /= = ¥Y0=0.
n
n
—~—
¥
n
n _ /= 1)\ _ . n n/=
@n=|va| =a+@a-n" = zo(k) Vi1

1. Fall: a>1

Dann 1< Ya< {Yn (neN,n>a
< Ya< IUn )

— 1

(a
Also nach 2.5f {/a

2. Fall: a >1

1.

=

Dann é > 1, also nach dem 1. Fall

2.5

. n ]‘ . . o —
lim \/>:1. Also lim a = lim +—=—1 =
n—oo Qa n—oo TL-’OOT\/E

n—oo
1
&
(e) Sei k € Ny, |q] < 1.

Dann
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2 Folgen und Grenzwerte

)
nk|q|™ - nk \ |q|
= (14 (1 1> "
n* 4]
>0 wg. |g| <1
_ A (Y (L)
= (1)@
Binom. Satz
1 n 1 k+1
n(n—1)...(n—k) k
= %(ﬁ—l) (meN,n>k+1)
k (L‘l)k
= no(L=3) - (L=5) “Ggmr meN, n>k+1)

Gty
()"
Somit |n*g"| — 0 (n — o0), also wegen 2.4a n*q"™ — 0 (n — o0).
Oft sind wie in diesem Beweis Umformungen nétig, um einen Grenzwert zu bestimmen.

Weiteres Bsp.: Existiert lim vn+1—+/n ?
n—oo

0 < VTl — = DV _ i) i

_ 1 1 _
Vn+l+y/n T Vntl+yn T Vntl+y/n < Vntyn T 2yn

0 (n— o0)

Somit lim (vVn+1—/n) =0

2.8 Definition (Haufungspunkt)

Sei (an),cn €ine Folge reeller Zahlen. a heift Héaufigkeitspunkt der Folge, wenn gilt:
Ve >0Vng e NIn >ng: |a, —al <e

Mit Hilfe der e-Umgebung von a lésst sich dquivalent schreiben:

a Haufigkeitspunkt in (an),cy, genau dann, wenn in jeder e-Umgebung U (a) liegen
unendlich viele Folgenglieder a,,.
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2.9 Folgerung

Sei (an),cy eine gegen a konvergente Folge. Dann ist a der einzige Hiufigkeitspunkt von

(an)neN'

Beweis: a Grenzwert von (a,),cy < In jeder e-Umgebung U (a) liegen fast alle a,
= In jeder e-Umgebung liegen unendlich viele a, < a. H.P. (Haufungspunkt) von

(an)neN

Zu zeigen: a einziger H.P. von (ay,),cy-

Annahme: a* weiterer H.P. von (a,),cy mit a # a*.

Mit & := 1 |a — a*| > 0 folgt U: (a) N U, (a*) = 0.

Da in U; (a) alle a,, mit Ausnahme héchstens endlich vieler n liegen, kann U, (a*) hochs-
tens endlich viele a,, enthalten (wegen U, (a) NU; (a*) # (). Somit kann a* kein H.P. von
(@n) ey S€in.

Widerspruch!

Beispiel:

4 : 4
1 a -1

In U; (1) und U (—1) liegen unendlich viele a,, also sind 1 und —1 H.P. von (an),,cx-
Weitere H.P. existieren nicht:

Wir wéhlen zu a ¢ {—1,1} € > 0 so klein, dass 1 ¢ U, (a) und —1 ¢ U; (a). (z.B.
e = smin(la — 1|, |a + 1[))

Da U, (a) kein Folgeglied enthlt, ist a kein H.P. von ((—1)k) .
ne

(b) an =n (n € N). (an),cy hat keinen H.P.

[Sei @ € R. Dann existiert nach dem ARCHIMEDISCHEN Axiom ng € N mit ng >
a+ 1. Also gilt:

VYn>mng: n>a+1, dh.
Vn >mng: n ¢ U (a)

Somit ist a kein H.P. von(n),, oyl
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: 01 01 2 0 1 2 3 01 2 3 4 : :
(C) Die Folge (an)neN = (T’ 1> 39 27 25 35 39 37 39 45 40 40 40 4 ) besitzt unendlich

viele H.P., ndmlich alle rationalen Zahlen in [0, 1]
(denn in der Folge kommt jede rationale Zahl zwischen 0 und 1 unendlich oft vor.)

[ohne Beweis: Auch jede reelle Zahl in [0, 1] ist H.P. dieser Folge]

2.10 Lemma

Sei (In), ¢y eine Intervallschachtelung, () I, = {a}, an € I, (n € N). Dann gilt
neN

lim [I,| =0und lima, =a
n—oo n—oo

gilt insbesondere fiir I,, = [A4,, By]
lim A, =a= lim B,
n—oo n—oo
Beweis: (I,),cy Intervallschachtelung, d.h. insbesondere
Ve > 03ng e N. |[I,)| <e
Wegen 1,41 C I, folgt Ve > 03ng e NVn >ng: |I,| <e
Somit: lim |[,| = 0.
n—oo

Wegen a, a,, € I, (n € N) ergibt sich
la —an| < |L]

—~—

—0

d.h. a, — a.

Die letzte Aussage folgt durch Wahl von a,, = A,, (n € N) bzw. a,, = B,, (n € N).

14.12.2009

Bemerkung: Aus Lemma 2.10 folgt, dass fiir die B-adische Entwicklung (Z akbk>
k=1

neN
von z € [0, 1] gilt:

n o0
r= lim Y apB7 %= Y a,B7F
k=1

k=1
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2.11 Satz von Bolzano-Weierstral} (1. Fassung)

Sei (an), ey €ine beschrinkte Folge reeller Zahlen, d.h. IM > 0Vn € N: |a,| < M

Dann besitzt (a,),y mindestens einen Haufungspunkt.

I
L T [ [ [ J

Beweis: -M M

[Idee: Bei jeder Zerlegung von [—M, M] in endlich viele Teilintervalle gibt es mindestens
eines, das unendlich viele Folgeglieder enthilt.]
Sei Iy = [Ag, Bo] = [-M, M]. Unendlich viele a,, ndmlich alle, liegen in Ij.

Bo—Ap
2k

Sei Iy, := [Ag, By] ein Intervall der Lange , in dem unendlich viele a,, liegen.

Sei C = Akl

[Ak, Ckl, falls in [Ag, Ck] unendlich viele a,, liegen.

Setze Ty i= { [Ck, By|, falls in [Ag, Cx] hochstens endlich viele a,, liegen.

Nach Konstruktion gilt [Ij41| = 5 |Ix| = B;,;‘?O und es liegen unendlich viele a,,
n Ik+1.

Somit ist (i), eine Intervallschachtelung und es gibt @ € R mit () I = {a}.
keNg

Behauptung: a ist Hiufungspunkt in (an)gcn.

Denn: Sei € > 0. Dann gibt es k € N, so dass |I]| < e.

IL |1 < el
Wegen a € Iy, folgt I, C Us (a)
[xe[kagk |z — a| < |Ij] <€@$€U€(a)}

Nach Konstruktion liegen unendlich viele a,, in I, also auch in Ug (a).

2.12 Satz von Bolzano-Weierstral} (2. Fassung)

Jede beschrénkte Folge (a;, ),y reeller Zahlen besitzt einen kleinsten und einen grofsten
Haufungspunkt.
(Bezeichnung: liminfa, , limsupa, )

n—oo n—oo
Limes inferior Limes superior
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Fiir alle € > 0 gilt: Fast alle Folgeglieder liegen in |liminfa, — ¢, limsupa, + ¢

n—oo n—0o0

[,Fast alle”> Mit Ausnahme hochstens endlich vieler|

Beweis: Wir zeigen, dass die im Beweis zu Satz 2.11 verwendete Intervallschachtelung
(Ig) pen mit I = [Ag, By] den kleinsten Haufungspunkt von (ay),, oy liefert.

1. Diese Intervallschachtelung hat die Eigenschaft, dass fiir jedes k£ € N immer hochs-
tens endlich viele Folgeglieder< Ay, sind.

[Das liegt daran, dass iiberhaupt kein Folgeglied< Ay ist und bei jeder Intervallhal-
bierung entweder keine neuen Folgeglieder< Agy1 hinzukommen (Wahl des linken
Teilintervalls: Ap11 = Aj) oder hochstens endlich viele hinzukommen (Wahl des
rechten Teilintervalls)]

2. Fiir den Hiufungspunkt a € [ I gilt:
keNy

Fiir jedes € > 0 gilt fiir fallen : a, > a—e, d.h. Ve > 03dng e NVn > ng: a, > a—¢

Denn: Sei € > 0. Nach Lemma 2.10 folgt lim Ay = a, somit gibt es mindestens ein

n—oo

k €N, so dass Ay, € U. (a), also insbesondere a —e < Ay [< a + €]

Da fiir hochstens endlich viele n a,, < Ag vorliegt, gibt es hichstens endlich viele
n mit a, < a— €.
Somit fiir fast alle n: a, > a —¢
3. s gibt keinen Haufungspunkt b < a
g g

| | |
[ [ [
a b

Denn: Fiir € := aT_b gibt es nach 2. hochstens endlich viele n mit a, < a—e = b+e¢.

Daher enthélt U, (b) héchstens endlich viele a,,. Somit ist b kein H.P. von (a),,cy.

4. a ist daher der kleinste H.P. von (an),cy (Bez. liminfa,) und fiir ¢ > 0 und fast
n—oo

alle n gilt: a,, > liminfa,, —¢.
n—oo

Entsprechend zeigt man a, < limsupa, + ¢ fiir fast alle n
n—oo

2.13 Folgerung

Sei (an),cy eine beschrankte Folge mit einem einzigen Haufungspunkt a. Dann konver-
giert (an),cn gegen a.
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2 Folgen und Grenzwerte

Beweis: Da (ay), oy nur einen H.P. a besitzt, gilt lim

n—

infa,, = lim supa,, = a.
o0 n—oo

Nach Satz 2.12 liegen fiir jedes € > 0 fast alle Folgenglieder in |a — ¢, a + ¢[.
—_—
U:(a)

Somit anea (n — 00)

Bemerkung: Ohne die Voraussetzung ,beschrankt” ist die Aussage im allg. nicht richtig.

B { n n gerade
z.b. ap = 1
~  n ungerade

(an)pen besitzt nur den H.P. 0, konvergiert aber nicht.

2.14 Definition (monotone Folgen)

Sei (an),cy €ine Folge reeller Zahlen. Sie heifit

>)
(a) (streng) monoton wachsend : < Vn € N: apq1 > ap

(<)
(b) (streng) monoton fallend 1< Vn € N: ap41 < ayp

(¢) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) monoton
fallend ist.

2.15 Satz (Konvergenz beschrankter monotoner Folgen)

Jede beschrankte monotone Folge konvergiert.

Beweis: O.E.d.A. (a,),cy monoton wachsend und beschrénkt.
(an)pen besitzt nach Satz 2.11 mindestens einen H.P.

Annahme: (ay,), oy besitze zwei H.P. a < b
g g

I | |
a 8

Setze € := % (b—a)

Da in U (b) wg. b H.P. unendlich viele a, liegen, gibt es ng € N, so dass a,, € U (),
also insb. ap, > b—c¢.
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2 Folgen und Grenzwerte

Wegen (an),,cy monoton wachsend folgt
ap > apy > b—c¢ (n > ng)

Wegen U. (a) N Ue (b) = 0 gibt es daher hochstens endlich viele a,, € U (a). Somit ist a
kein H.P. von (ay),,cy- Die Behauptung folgt dann aus Folgerung 2.13.

Bemerkung:

(a) Da eine monoton wachsende Folge automatisch nach unten beschriankt ist, d.h.
dM eR:VneN: a, > M, kann auch folgendermafien formuliert werden:

Jede nach oben beschrinkte monoton wachsende Folge konvergiert
Jede nach unten beschrinkte monoton fallende Folge konvergiert

(b) (an),cn monoton wachsend und nach oben beschrénkt = a, < klim ai (n € N)
—00

[Beweis: a,, < ay (k> n)

lim a, < lim a]
k—o0 k—oo
——

an

Analog fiir monoton fallende nach unten beschrinkte Folgen.

2.16 Definition (Teilfolge)

Sei (an),cy €ine Folge reeller Zahlen und (), eine streng monoton wachsende Folge
natiirlicher Zahlen (d.h. ny <ng <mnz < ...)

Dann heifst (a”k)kEN == (an17an27a’n37 ) TellfOIge von (an)neN'

Beispiel:

(a) (i)keN und (2%)1@61\1 sind Teilfolgen in (%)”EN
[ =24 [ =2]

(b) (ag+1)pey ist Teilfolge von (an),,cx
[nk:k—f—l]
(Natiirlich: (an41),cyn Teilfolge (an),cn)

15.12.2009
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2 Folgen und Grenzwerte
2.17 Folgerung

Sei (an),cy €ine Folge reeller Zahlen. Dann gilt:

(a) (an),ecy konvergiert gegen a <Jede Teilfolge von (an), oy konvergiert gegen a

(b) a ist Haufungspunkt von (ay),cy <Es gibt eine Teilfolge (an,,),cny von (an),ens
die gegen a konvergiert.

Beweis:
(a) ,=": Sei ay, — a, (an, )y Teilfolge von a.
Dann liegen in jeder e-Umgebung von a fast alle a,,, also auch fast alle a,, .
Somit a,, — a
»<" Jede Folge ist Teilfolge von sich selbst [nédmlich mit ng = k]
(b) ,=” Sei a H.P. von (ay),,cy- Setze fiir k € N g 1= 1.

In U, (a) liegen unendlich viele a,, also gibt es insbesondere n; € N mit a,, €
Ue, (a). In U,, (a) liegen ebenfalls unendlich viele a,, also gibt es ny € N, ng > n;
mit an, € Ug, (a) usw.

Man erhélt so n1 < ng < nz < ... mit ay, € U, (a)
Zeige: ap, — a (k — o)
Sei € > 0. Dann existiert ky € N mit % < €.

p F2ho
Fiir k > ko folgt: |an, —a| <er =% < ¢ <e¢

»<=" Sei an, — a (k— 00)

Da a Grenzwert der Folge (ay, ),y ist, ist a auch Haufungspunkt von (an,, )y
Dafiir liegen in jeder e-Umgebung von a unendlich viele Glieder der Folge (an, ;o
also auch unendlich viele Glieder der Folge (ay),,cy. Damit ist a H.P. von (a,),,cn.

2.18 Satz von Bolzano-Weierstrall (3. Fassung)

Jede beschrinkte Folge enthélt (mindestens) eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Folgt sofort aus Satz 2.11 und Folgerung 2.17b.
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2.19 Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen
Mittel

Seien ay, ag, ..., an > 0 (n > 2fest). Dann gilt Ya; -ag - ... - a, < %, wobei Gleich-

heit genau dann eintritt, wenn ay = as = ... = a,

Beweis: UA 32

2.20 Folgerung

Ein Produkt aus n positiven reellen Zahlen mit konstanter Summe ist am grofiten, wenn
alle Faktoren gleich sind.

Beweis: Seien aq, ..., a, > 0und a1 + ... + a, = s. Dann a1 - ... - ap, < (%)n, wobei
Gleichheit genau dann eintritt, wenn a; = ... = as.

Motivation der Exponentialfunktion:
Kapitalverzinsung 1 Jahr, Zinssatz x (z.B. z = 0.03, 3%)
Ko(1+=z)
Zweimalige Verzinsung mit halbem Zinssatz 3.
Nach § Jahr: Ko(1+ %)
Nach 1 Jahr: Ko(1+ £)(1+ %) = Ko(1 + %)?

n-malige Verzinsung mit Zinssatz &: Ko(1 + %)"

2.21 Definition und Satz

(a) Es gilt

\" "1
e : nh~>moo (1 + n) nlglgo g o [0! = 1]
Eulersche Zahl k=0

(b) Die Funktion exp : R — R, exp (z) = limy 0 (1 + %)n ist wohldefiniert und wird
als Exponentialfunktion bezeichnet.

(c) Vai,29 € R: exp (z1 + x2) = exp (x1) - exp (z2)
Bemerkung: e = 2.71828...
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Beweis:
(a) Zeige ((1

+ %)n)n N ist monoton wachsend und nach oben beschrankt.
((1 + %)n)neN ist monoton wachsend, weil

1 n 2.20 1 n+1
1+—-) -1 < 1+
n n+1
|
n+1 Faktoren mit Summe n+1 Faktoren mit Summe
(L+%)-n+1:n+2 (L+H%T)(n+1y:n+2

Il
—_
+
e
N\
> 3 .
N——
3@‘,&

_ 1+ Z n(nfl?nk(:'karl)
kol 1 k 1)
" 1. (n— — =
— 1 + Z ( )k;l( n (*)
k=1
"1
< 1+ ZE (*%)
k=
A,l_/
1
Wegen k! > 281 (k € N) [UA 21a] folgt
S 1 + Z 2k1—1
kil
= 1+ > o
k=0,
_ 1+ 1—1(51)
gem. Summenformel -3
< 1+-1_—3 (K%Y

J—

N

n

Also sind sowohl ((1 + %)n)n e als auch (Z ,i,) monoton wachsende, durch 3
k=0 neN

n
nach oben beschréinkte Folgen. Somit existieren lim (1 -+ %)" und lim Y 2 und

n

es gilt lim (14+2)" < lim > 4 <3

Zeige:
1\" |
lim (14 — = lim —
n—oo n n—oo = k!
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k=0 k=0 k=1
— 1 S(l-g) (-2
k=0 k=2
" (1 (1;)...(1’%1)>
- K k!
k=2

(=) (-5 2 (et s
A i)
:1—(1—2)...(1—]:1) < k(’;;l)

und erhalten

_ 1 1
- an_ok'
(%) B
< 3= (n—o0)

n—oo

n
Also lim (Z H-(1+ i)”) = 0, woraus (a) folgt.
k=0

n+1
(b) Firn > |z, dbh 2 < 1 gilt 142 > 0,als0  (14+2) -1 < (142 (n > |z|)
n n n n+1

Summe der Faktoren  gumme der Faktoren
(1+£) ntl=nta+1 (145727 )-(n+1)=n+1+z

Wiéhle N € Nmit N > |z| fest.
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1) < (L)t < 1+ ) < 4 8 < (1+H)M)" =
( ) (‘ D ( )Bernoulli—Ungl. ( )

[H%S(H%)N}
(+0)"" <o
Also ist ((1 + %)n)n>|x| eine monoton wachsende, nach oben beschrénkte Folge

und damit existiert lim (14 £)" := exp (z)

n—oo

Wir verwenden lim (142 + 2%)" = lim (1+2)" (2, y €R) (#)

n—oo n—oo

das wir nachher beweisen.

)" = lim (142)" (14 %) =
_’_71'@)71
n

n

exp (1) -exp (x2) = nan;o (1+2)" lim (1+

n—oo

i (1+%) (14 )" = Jim (145 +

n—oo
i (1 metm e m ) (B (gm0 )

n—oo n—oo

Z2
n

Beweis von (#):

L (T W I o A AT (Y

IA
M=
3
SN—
N
—_
_l_
=
N—
3
-~
—
e
SN—
ol

S () -(L+2)" e (4)F

k=1

<(1+121) " <exp(fal) (n>|z])

)
<ep(e) S ()t L =, oD E X @)kl
(

21.12.2009

Bemerkung: Analog zur Abschétzung (****)

n

2.
k=0

Wir

0 S h () < H T (<)

k=0

kann man beweisen (evtl. UA), dass

TL

(19"~ L)<

;',T(xema,mm)

n k
zeigen im néchsten Abschnitt, dass die Folge (Z |mk|,) beschrankt ist und er-
k=0 neN

halten somit als Verallgemeinerung von (a)
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n k © _k
x x o
exp(z) = lim E o = g T (Exponentialreihe)
—— n—00 £~ k! prd k!

limp — oo (14+5)7

2.22 Folgerung

Es gilt:
(a) exp(0) =1, exp (1) =e, exp(—e) = m (x €R), exp(z) >0 (zeR)
(b)

exp(m) = e" (meZ)
exp(2) = e (neN,n>2)
exp(m-z) = (exp(z))" (m€Z, xeR)
exp (%) = {/exp(z) (neN,n>2 z€cR)

(¢) 1> a2 = exp(21) > exp(22) (21, 72 €R)
(d) exp (z) ist lipschitzstetig auf |—oo, a] (a € R fest)
(e) &, — x = exp (zy) — exp ()

lim z,exist. = lim exp (z,) = exp lim z,
n—oo

(f) exp (R) = |0, oof
——
Ry
Beweis:
(a)
exp(0) = lim (1+9)"=lim1=1
. L0 2.21a
exp(l) = lim (1+2)" =%
2.21c
l=exp(0) = exp(z+(-2)) "= " exp(z)-exp(—x)
Also exp(x) # 0, exp(—z)# 0 und exp (—a:):Wl(w)
exp(z) = lim (1 + E)n >1 (x>0),d.h. insbesondere
n—oo n
>1(2>0)
exp(z) > 0 (z>0) und daher exp (—z) = ﬁ(w) >0 (x>0)
Also exp(z) > 0 (zeR)
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exp(n-z) = exp(x+..+2x) 2.2l exp (z) - ... -exp (z) = (exp (z))"
n-mal n-mal
1 1 .
exXp ((_n) ’ .Z') = exp (Tl - .’I,') = (exp (x))n = (eXp (I’))
1 1 .
exp(—n-z) = oxp (n-7) = (exp ()" = (exp (z))

Spezialisiere
z=1 : exp(m)=(exp(1))" =™ (meZ)
x:% exp(n i):(<exp<i>)n:>exp<i>:m:\@ (neN, n>2)

(c) Sei z > 0. Zeige zunéchst exp (x) > 1.

AN T
z>0 = (1+2) > (D) =14a>1
n Bernouilli-Ungl. n
r1>T9 = x1—29 >0 = exp (z1 —x2) > 1
soeben bew.

ETey
——
< exp(zy)-exp(—wz2) > 1= exp(x1) > exp (z2)

1—e+p(fv) <1(x<0) (%

(d) Zeige zunéchst: ‘

N

Steigung:
1
—N—
exp(0) - exp(x)
0-x

e

I
U

X

v
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1—(14n-2) z 20 |z _ 4

||

1_(1+%) < —
|z ~— |z ||
n>lz=|L|<1=2>-1
Bernoulli-Ungleichung anwendbar

Also lim 0HE)" g qp, Lew@ g

nooo 1 |z]
Wegen = < 0 folgt exp (x) < exp (0) = 1, sonst

0< 1—exp(z)

|z

OEdA. z1<x22<a

1—exp
T

<1 (x < 0) folgt.

< 1, woraus ‘

lexp (1) — exp (22|
= |exp(z2) —exp (21)]

=" lexp (z2) (1 — exp (v1 — 22))]

lexp (z2)| - |1 — exp (z1 — 22)
—_——— ——

exp(z2) <0
exp (r2) - |[x1 — x2]

*IA

—~
~—

IN

exp (a) - |z1 — x9|

—~
o
S~

Sei (2 )nen mit z, — z. Die Folge ist somit beschriankt, d.h. insbesondere es gibt
a € Rmit z, <a (neN).

Hieraus lim,_ o x, < a.

Da exp auf | — 00, a] lipschitzstetig ist (siche (d)), folgt aus Satz 2.6.a

exp(zn) — exp(z) (n — o0)

Wegen exp (z) > 0, gilt exp (R) CJ0, ool.

Noch zu zeigen: Fiir y > 0 existiert z € R mit exp (z) = v.
Sei y > 0. Dann existiert m € N mit % <y<m.

Wegen m < e™ <y < e bzw. exp(—m) < y < exp(m)

[m < e™ leicht z.B. durch vollstdandige Induktion zu beweisen]
folgt - <y < e™ bzw. exp (—m) < y < exp (m)

Nach Folgerung 1.23 nimmt exp jeden Wert zwischen exp (—m) und exp (m) an,
d.h. es gibt © € [-m, m], so dass exp () =y
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Bemerkung: Wegen 2.22b und 2.21c schreiben wir exp () = e®, insbesondere e =

Lel =e e =21 ento2=¢m.e%2 und ™ = (e%)™ (m € Z)

[A (e*)™ ist bisher nur fiir m € Z definiert]

2.23 Satz und Definition

Es gilt:
(a) Die Funktion R — Ry, x +— exp (z) besitzt genau eine Umkehrfunktion

(Bezeichnung: In : Ry — R, natiirlicher Logarithmus)

(b) e"* =2 (z>0),lne* =2 (r€R)

In(z1 - x2) =Inzy + Inxo, ln% =Inz; —Inzy (x1, 2 > 0)
Inz™=m-lnz (meZ,x>0)

(¢) 0<z; <x9=Inzs <Ilnzy (21, 22 >0)

(d) In ist lipschitzstetig auf [a, co] (a > 0 fest).

(e) 2, >0 (neN),z>0,z, >z =1Inz, >z

Beweis:
(a) Die Funktion R — R, & — exp (x) ist injektiv nach 2.22d.

[Denn: Sei x1 # x2. O.E.d.A. x1 < x2. Also nach (d) exp (x1) < exp (x2), somit
exp (z1) # exp (2)]

Sie ist surjektiv nach 2.22f. Also gibt es nach Satz 0.25 und Satz und Definition
0.24 genau eine Umkehrfunktion.

(b) Die ersten beiden Gleichungen folgen aus
FF W)=y y>0), ff 1 (z)=2 (x€R)
eln(a}ya}g) =21 - Ty 2%1(: elnzi | glnzo

Wegen der Injektivitit vom z — e” folgt In (z1 - x2) = Inx; + Inzo

x

" — o= Z:z; = elnzi—Inz2 als0 Infl =lnz —Inz,
In(z")=In(x-...-z) =Inz+..+Inz=n-Inz (n € N)
—_—
n-mal n-mal
In(z™")=Ink = Inl—Inz" =-n-lnz
—

0 wegen exp(0)=1
Inz"=In1=0

Somit Inz™ =m - Inz (m € Z)
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0<x<x.

Behauptung: Inz; < Inxg

2.22c
Annahme: Inz; > Inzg T 001 > o022 o 0 > 4 6
N~ T N~

1 T2

<1 >0 )

Zeige zunichst: J

(1+5)"—1 > (1+n-2)—1

Beweis: - > . =1 (x>0,neN)

Somit =1 >1 (z >0) und wegen e® > e’ (z > 0) folgt

€51 >1 (z>0).

Firy > 1 gilt Iny > In1l. Setze z := Iny in die vorige Ungleichung ein.

0

Iny__
ehfyllzl (y>1)

Das ist dquivalent zu:

1
S <1 (w>1)

Seixy >a9>a>0

X1 (

Inz; —Inzg| = |In . | < %—1‘:®|x1—x2|§%\x1—x2
~—
>1

(e) Analog zum Beweis von 2.22e

Vorbemerkung: Es gilt fiir a > 0

— (elna)m — emlna (m c Z)

D%

Yelna — onlna
——
Y/exp(Ina)=exp(Ina)
Yam = e% Ina™ _ e%lna
——
m
an =

Wir definieren deshalb fiir a > 0

a® ="M (g € R)

(Exponentialfunktion zur Basis a)
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2.24 Satz

Sei a > 0, b > 0. Dann gilt:

a®t®2 = g% . g% (11, 19 € R)
(a) (a-b)" = a®-b" ($)" =% (z€R)
(@)™ = a™"2 (z1, 23 € R)

(b) Sei a > 1. Dann z1 < g = a™ < a® (x1, z2 € R)
Sei 0 < a < 1. Dann 7 < z9 = a™ > a™ (z1, 2 € R)
(¢) x1 —» = a®" — a”
Sei ab jetzt a > 0 und a # 1. Dann gilt

(d) Die Funktion Ry, x — a® besitzt genau eine Umkehrfunktion (Bez. log, = Loga-
rithmus zur Basis a).

Es gilt log,(z) = B2 (2 € R)

= Ta
(¢)

log,a® = a (z€R),ad%®=z (z>0)
log (z1-22) = log,x1 +log,x2 (z1,22 > 0)
Ioga <i1> = loga zry — loga x2 (xla Tg > 0)
2
log, (z7?) = z2log,z1 (x1 > 0,22 € R)

(f) z1 >0 (neN),z>0, z, — x = log, z, — log, x

(g) Sei jetzt a >0, b € R.
an >0 (neN)aanHa,bn—)biaf{LHab

lim b,
an >0 (neN), nli_)rgloan > 0, nllrgobn exist. = lim al;L” = ( lim an)”_"” ]

n—oo n—oo

Beweis:
aw1+562
e(ml—l—mg)-lna

z1lnatxoIna

(a) = e
— e:pllna . e:rglna
= a"-a" (a>0,z, x2 €R)

Restliche Aussagen: UA, Tut.
(b)
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1. Fall: a > 1. Dann Ina >Inl1=0

r1T < X2
= Ina-z1 < Ina-xo
2'22(: el Ina < %2 Ina
e a®' < a*?

2. Fall: 0 < a < 1: Dann % > 1, also

(d)

(e)

1T < X9

Ty — T
= Zp-lna—x-lna

eT1 Ina zlna

— €

& a™ —ad”

Setze
fi:R—=R, fi(r) =2 -Ina
fo:R—=RF, fo(z) =e”

Dann a” = " = fo (fi (x)) = (f20 f1) (z) (z €R).

Fiir a > 0 und a # 1 ist fibijektiv, ebenso fy. Also ist nach 0.25d foo fi : R —
R bijektiv und es gilt:

(2o fi)™" = filofy!
fz_l(m) = Inz (z>0)
fil@) = . @eR)

[flgffl(ﬂ?)) = fi(&)=ha {Z =2 (z€eR)

fi (filx) = fl_l(mlna):ﬁxlna:x (x € R)

Also loga (z) == (f20 1) " (@) = i (£ (@) = fi' (n2) = L (2 >0)
log,a® =z (v €R),a%* =2 (x>0)

klar nach den Eigenschaften von Umkehrfunktionen

d .
loga (.’L‘l . x2) (:) ln(z1 12) — Inzi+lnzy M_FM — loga (xl)_i_loga (x2) (a > 07 a + 1’ 3717 T2 > O)

Ina Ina " Ina Ina

Restliche Aussagen analog (Ubungen, Tutorien)
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f) 2, >0 (neN), 2 >0,z, >z

2.23e
= Inz, — Inz
a>0,a#1 Inz, In
= Ta 7 Ina
& log, z, — log,x
(8) UA
Bemerkung:

1. Neben log, = In werden h&ufig noch
logy, =: 1d (Logarithmus dualis)
log,g =: 1g (Zehnerlogarithmus)
verwendet. Sie sind nach (d) jeweils konstante Vielfache von In.

2. Ohne die Voraussetzung a > 0 kann (g) falsch sein. (UA)

2.25 Definition

Eine Folge (an),,cy heilst bestimmt divergent gegen +oo bzw. (—o0), wenn

VM >03dng e NVn>ng: a, > M
bzw. (a, < —M)

Schreibweise:
a, — oo (bzw.a, — —o0)
lim a, = oo (bzw. lim a, = —o0)
n—oo n—oo

Bemerkung: Statt ,bestimmt divergent gegen +00” wird oft auch die Sprechweise ,,(un-
eigentlich) konvergent gegen +00” benutzt.

Beispiel: & € N.
a, = nk—>oo,an: —nkF - —0

a, = (=1)"-n divergent, aber nicht bestimmt
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Bemerkung:
1
an>0 (neN),a,—0 = — >
an
1
anp <0 (neN),a,—0 = — — -0
29
1
anp —00 = — —0
Qn
1
ap — —00 = — — 0
an

[Zur 1. Aussage: a, >0 (n€N), a, — 0. Sei M > 0.
Zu e := ﬁ existiert ng, so dass |an| < ﬁ (n > ng)
~—
=an (wg. an>0)

Daher: i >M (n>ng).|

2.26 Satz (Wachstumsverhalten der Exponentialfunktion und des
Logarithmus)

(a) Sei a > 1, > 0. Dann gilt:

a*n

xn>0(n€N),xn—>oo:>“;%—>oo(bzw. 2 —0)

[Spéter schreiben wir hierfiir: xlingo ;—Z = o0

,,a® wachst fir x — oo schneller als jede Potenz”
(b) Sei a > 1, k € Ny. Dann gilt:

Ty — —00 = xk g™ — 0

[spater ...|
(¢) Sei a > 1. Dann gilt:

xTp — 00 = log, x — o0

[Spéter: lim log, z = o]

&00

(d) Sei a > 1. Dann gilt:

zn >0 (neN), z, — 0= log, (z,) » —0

[Spéter: 1iIn+ log, () = —o0]
z—0
(e) Seia > 1, >0.Dann gilt

$n>0(n€N),xn—>oo;s%_>o

Tn
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2 Folgen und Grenzwerte

s i 108a(7)
[Spater: xh_)rgoT = 0|
slog, (x) wichst fiir x — oo langsamer als jede Potenz”
(f) Seia>1, 8> 0. Dann gilt
2n >0 (n€N),z, — 0= zhlog,(zn) =0

[spiter: lim,_,q+ 27 log, () = 0]

Bemerkung: Auf die Formulierung entsprechender Aussagen fiir 0 < a < 1 wird ver-
zichtet, weil sie sich leicht iiber die Beziehungen a* = (é)ﬂ und log, (z) = —log1 (x)
gewinnen lassen.

Beweis: Wegen a” = ¢*"® und Ina > 0 (weil a > 1) reicht es alle Aussagen fiir a = e
zu beweisen.

(a) Wahle k € N mit & > 3. Dann folgt fiir x > 1

k+1
k+1 x
e 5 ot > Utei) " o Gt
P = zk .= xk = xk (k+1)F+1
Beweis zu 2.21b
Also 2, — 00 = < — 0.
T

(b) Aus (a) folgt: ;—z > W (x >1)

k+1
also zF - 7% < % (x >1)

somit durch Ersetzen von x — —zx.

k
(~a)f-er < BT (o < )

]
Also z, — —00 = |z, |F et — 0
= ‘xﬁem"‘ — 0
= :Uflex" — 0
(¢) xp — 00. Sei M > 0. Dann gibt es ng € N, so dass
zn > M (n>ng),
also Inz, > In(eM) =M (n>nyp).
Somit x, — oo.

(d) z, >0 (n e N), , — 0. Dann (s.0.)

1
zn 0

= In 1 o0
Tn
—Inz, — o
Inz, — —o0
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2 Folgen und Grenzwerte

(e) Ty — OO
¢
6:>>0 G-Inz, (—>) %)
a
(:>) i‘l?zﬁn - 0
Inzy,
= e — 0
(f) x, >0 (n €N),
x, — 0
= = — o
1
(:>e) hll — 0

2.27 Definition (Cauchyfolge)

Eine Folge (ap)nen reeller Zahlen heifit Cauchyfolge, wenn

Ve>0 INeEN Vn,m>N:la, —anm| < €

2.28 Satz (Cauchykriterium fiir Folgen)

Sei (an),cy €ine Folge reeller Zahlen. Dann gilt:

(an)pen konvergent <& (an),cy Cauchyfolge

Beweis

“=": Es gelte a, — a. Sei € >0. Dann gibt es ng € N, so dass
lan, —al < 5 (n > np)

Also gilt auch

lam —al < § (m > no)

Insgesamt:

€ €
lan —am| <lan—a|+la—an| < z+==¢ (n,m>ng:

2 2

—|am—adl
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2 Folgen und Grenzwerte

»<" Sei (an),cy Cauchyfolge. Sei € > 0. Dann gibt es N € N, so dass
an—am| <2 (n,m = N) ()

Insbesondere folgt
€
lan, —an| < 3 (n>N),

woraus sich (ay), oy beschrinkt ergibt. Somit gibt es eine Teilfolge (ay, ),y und a € R,
so dass
ap, — a (k — 00)

(Satz 2.18 - Bolzano-Weierstrafs 3. Fassung)

Also existiert kg € N, so dass
an, —al <5 (k=ko) ()

Wihle ein k > kg mit ng > N. Dann

lan — a| < lan — an, | + |an, — a <
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3 Reihen

3.1 Definition (Reihe)

Sei (an),cy €ine Folge reeller Zahlen. Die Folge (s,),,cry mit

n
Sp = Zak (n e N)
k=1
heifst (unendliche) Reihe und wird mit
o

>

k=1
bezeichnet.

o0
so wird ihr Grenzwert ebenfalls mit ) aj bezeichnet.
k=1

Konvergiert die Folge (sy),,cns

oo n n
[ > apsteht sowohl fiir (Z%) , als auch fur lim > ag, wenn dieser Grenzwert
existiert. |

[Bemerkung: Jede Folge (Xp), oy lésst sich auch als Reihe ) ay schreiben, wenn wir

k=1
definieren a1 = x1, agy1 = i1 — 2 (k€ N) ]
Beispiel
(a)
00 n 1
15 1—g"t
qu: qk:1+...+qn = 17_(] (q;él)

k=0 k=0

n o0
Fiir [¢| <1gilt lim ¢" =0, also lim > ¢* = &, dh. Y ¢ == (lg/ <1).

o0
¢~ divergiert fiir |q| > 1.
k=0
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En:lk =n+1, zn: (—=1)*
k=0 k=0
(b)
n 1 n
;k(kJrl) _k1<

n—oo

3 Reihen

S & 1 1
Somit lim kzlm =1, d.h. kzlm =1

o0
(€ e
k=0
oo
(d) 2 : Harmonische Reihe*
k=1
on 2n71
1 1 1
= 1= 5t
k=1 k=1 ————
> 1
52k—1 —2n71+2n71
3.2 Satz

n o0
Nach 2.21a gilt lim > 4 =e dh > 4 =e
nTOk=0 " k=0

1
2n—1 + 2n—l
—_——
1

z 2n—1 _|_2n—1
—_————

1
w

V]

14+ (_l)n n f qn+1 _
— — 1
5 > =T (lal > )
k=0
Dyesy
=k (k+1)
1 vgl. Bsp. 1 zu 1.3 1 1
k+1 B n+1

1 1
—1 _
> sgn-1+2" o = Sty

o0 oo
Seien ) aj und ) by konvergente Reihen, sei A € R. Dann sind auch die Reihen

k=1 k=1

o0 o0
> (ag + br) und > (A - ag) konvergent und es gilt:
k=1 k=1

i (ar +bp) =
=1

Z)\ Qg
k=1
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3 Reihen

Beweis: . . . . .
Z(ak +by) = Zak + Zbk — Zak +Zbk (n — o)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
HOCZ ap = § b
k=1 k=1
d.h. . . .
D (ak+be) = ax+ > by
k=1 k=1 k=1

Zweite Aussage analog.

Bemerkung Im allgemeinen gilt nichi:

oo o0 o0
Z ag, Zbk konvergent = Zakbk konvergent

k=1 k=1 k=1
Beispiel
= 1
> (1=
- vk

ist konvergent nach dem noch zu behandelnden Leibnizkriterium, aber

> o1 L1
Z::(—l) -ﬁ-(—l) T

k=1

Sl

ist divergent (s.o).

Wir behandeln jetzt einige Konvergenzkriterien fiir Reihen.

3.3 Satz (Cauchykriterium fiir Reihen)

oo
Sei ) ay eine unendliche Reihe. Dann gilt:
k=1

o0
Zakkonvergent & Vex>0 ANeN: Vn>m>N: <e€

k=1

D

k=m
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3 Reihen

Beweis folgt direkt aus dem Cauchykriterium 2.28 fiir Folgen, denn

m—1

n n
Sn=smo1=D ak= ) ax = )
k=1 k=1 k=m

Bemerkung: Aus 3.3 folgt, dass sich das Konvergenzverhalten einer Reihe nicht dndert,
wenn endlich viele Glieder abgeindert werden. [Wahle N grofier als die Indizes aller
gednderten Glieder.|

(Der Reihengrenzwert kann sich allerdings schon dndern.)

3.4 Folgerung

o0

ay, konvergiert = lim a, =0
k=1 n—oo

Beweis: Nach dem CaucHy-Kriterium 3.3 folgt mit m =n
Ve>0 dIneN Vn>N: |a,] <e,

d.h. lim a, = 0.

n—oo

o
Beispiel: > (—1)F divergiert, weil (—1)F - 0 (k — 0)
k=1

o0
Bemerkung: Die Umkehrung in 3.4 gilt im Allgemeinen nicht, klim % = 0, aber %
—00 k=1
divergiert (s.o.)

3.5 Satz
o
Sei > ay eine Reihe mit a >0 (k € N). Dann gilt:
k=1
o 0.)
Z ap beschrankt & Z ay, konvergiert
k=1 k=1
d.h. < Zn: ak> nen beschriankte Folge
k=1
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3 Reihen

Beweis

“é”:
[e.e]

Sp 1= Y Gk, (Sn),cy it monoton wachsend (wg. a; > 0) und beschrénkt, also existiert
k=1

lim s, nach 2.15
n—oo

«_ .
<~

(8n)pen konv. =3 (8n)peny beschrankt

3.6 Definition und Satz (absolute Konvergenz)

Eine Reihe
o
>
k=1
heifst absolut konvergent, wenn die Reihe

[e.9]

> lax|

k=1

konvergent ist und es gilt

00
D
k=1

00
< Dl
k=!

o0

Beweis: Sei ¢ > 0. Da ) |ag| konvergiert, gibt es nach dem Cauchy-Kriterium 3.3
k=1

N € N, so dass

Daher

[e.e]
und > ay konvergiert nach 3.3.
k=1

113



3 Reihen

Zak < Z lak]  (n €N)
=1 P

—_——— =

o0 o0
—2ar =) |ag|(n—oo)
k=1 k=1

d.h.

00
D
k=1

o0
<D lal
k=1

3.7 Majorantenkriterium

o) o0
Sei )" ¢ eine konvergente Reihe mit ¢, > 0 (k € N) und ) aj eine Reihe mit
k=1 k=1

lag| <cp  (k€N).

o0
Dann ist > aj absolut konvergent und es gilt

k=1
o0 o0
Zak < ch
k=1 k=1

Beweis
n n
D lakl <) e
k=1 k=1

o o0 o

Da > ¢ konvergiert, ist _ ¢x beschrankt (nach 3.5). Also ist auch > aj absolut kon-
k=1 k=1 k=1

vergent und es gilt nach 3.6

oo
D

k=1

= SRS 0 978 I D P B et

k=1 k=1 k=1

12.01.2010

o0
S apr®  Potenzreihe (r € R) (|z| < R)
k=0
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3 Reihen

o0

Beispiel Y ;% ist konvergent fiir m € N, m > 2
k=1
Beweis 0< < 5 < gy (F2>2)

o
Aus der Konvergenz von ) m = k( 0 (Beispiel zu 3.1) folgt die Konvergenz
k=2

ng

o0 oo o0
von Y. 7, also auch die Konvergenz von Z = (: 14+ > klg> .
k=1 k=2

k=2
[genauer:
n 1 B n—1 1
= k(k—1) — k(k‘ +1) n
n n—1 [e's)
:>nh—>12<>§_: - nh_,rﬂloz_:k ;kk+1
usw.|

Wir betrachten im Folgenden zwei Konvergenzkriterien, die als Majorante die geometri-
sche Reihe verwenden.

o0
Geometrische Reihe 3 ¢* konvergiert fiir |q| < 1
k=0

=q<l1

Quotient aufeinanderfolgender Glieder: qk—zl
q

3.8 Quotientenkriterium

(o]
Sei ) aj eine Reihe mit ajg fiir fast alle & € N. Dann gilt:
k=1

Ak+1
ag

(a) (Elqe](), 1[:

0<g<1

o0
< g fiir fast ale k:) = > ay absolut konvergent
k=1

> 1 fiir fast alle k) = Y aj divergent
k=1

) (

Ap41
ak

,Fast alle” bedeutet hier mehr ,alle mit Ausnahme héchstens endlich vieler”.

Beweis:
(a) O.E.d.A.

Ak+1

< ¢<1 (keN),

115



3 Reihen

weil das Abédndern endlich vieler Glieder zwar evtl. den Wert der Reihe, aber nicht
ihr Konvergenzverhalten &dndert.

Somit

larr1| < q-lag| <@ -lapa| <. < ¢ la| (kEN)
baw. |ax] < ¢* ' -la1| (keN)

oo
Also ist > ay absolut konvergent nach dem Majorantenkriterium, weil fiir 0 < g <

k=1
1
> ¢ <= Zq%u)
k=1 k=0
konvergiert.
(b) O.E.d.A.:

k41
G

> 1 (keN) [und ar #0 (k€ N)]

Somit |ag41| > |ag| > -+ > |ai| > 0. Somit ist (ag),cy keine Nullfolge und daher

o0
nach 3.4 > a divergent.
k=1

3.9 Satz (Exponentialreihe)

oo
Die Reihe >’ Ik—}f ist fiir z € R absolut konvergent und es gilt:
k=0

k

- (r € R)

0

e’ =

18

k

Beweis: Klar fiir x = 0. Sei x # 0 fest.

Ik+l | ’
(k+1)! — || < x k>
% +1 = |:C‘ +1 ( e ’w‘)
——
=:q<1

o0
Nach dem Quotientenkriterium ist %},C absolut konvergent.
k=0
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3 Reihen

Entsprechend der Bemerkung zu 2.21 (UA 40) gilt

<

<

| k

kI
> ) (xfest!)

k!

[Das Quotientenkriterium hat den Nachteil, dass fast alle ap # 0 sein miissen. Es ist
auflerdem weniger leistungsfahig als das folgende Wurzelkriterium, das diesen Nachteil

nicht aufweist. |

3.10 Wourzelkriterium

o0
Sei > ay eine Reihe. Dann gilt

k=1

(a) (Hq €0, 1[:  ¥/]a| < ¢ fiir fast alle k:)

k=1

(b) ¥/|ax| > 1 fiir unendlich viele k = > aj, divergent
————

Beweis:

(a) O.E.d.A.: {/|ax| <¢q

k=1

Also |ax] < ¢* (k€ N) und daher wegen |q| < 1

o0

k=1

(b) +/|ax| > 1 fiir unendlich viele k, d.h. |ax| <1 fiir unendlich viele k.

> ay absolut konvergent nach dem Majorantenkriterium.

oo
= > ay absolut konvergent

[&.°]
Somit ist (|ag|),ey und daher (ax),cy keine Nullfolge. Also ist nach 3.4 ) ay

divergent.

3.11 Folgerung

o0
Sei > ay eine Reihe. Dann gilt:

k=1
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3 Reihen

ay # 0 fiir fast alle k, lim sup a’““ <1l = Z ay absolut konvergent
k—o0 k:l
ay # 0 fiir fast alle k, hkm inf afl—“ >1 = Z ay divergent
—© k=1

k—oo

oo
limsup,_,o V/]ax] <1 = > aj absolut konvergent
(b) =
limsupy_,o V/|ax] >1 = > ai divergent
k=1

Dabei benutzen wir folgende

3.12 Definition

Sei (c)ken eine Folge reeller Zahlen.

limsupc = 00 % (cp)peny Dach oben unbeschrénkt

k—o00
liminfep, =00 & ¢ — 00 (k— 00)
k—o0
limsup;,_,oo k. = —00 & ¢ — —o0  (k— 00)
liminfy .o cp = —00 ¢ (cx)pey nach unten beschrénkt

Beweis von Satz 3.11

Ak41
ap

k+1

<le3dgelo, 1]: < q fir fast alle k

(a) Behauptung: limsup

k—o0

k41

Setze ¢, 1= o

(k > ko), ¢i := liminfeg, ¢* := limsupey
k—00 k—00

<" ekl < q (k> ko). Hieraus folgt durch Betrachtung einer gegen ¢* konver-
glerenden TF! von (ck)yen, dass [¢*] < ¢, d.h. limsup ‘a’“zl‘ <qg<1.

k—o0
»=" Nach Satz 2.12 gilt fiir jedes € > 0 und fiir fast alle k
ck € lex —e, ¢+
Mit ¢ := ﬂ > 0 (wg. ¢ < 1) folgt ¢ € ]c — ¢, 1‘20* [, also insbesondere ¢, <
HC :q < 1 fiir fast alle k&, d.h. 3¢ € ]0, 1] : a’““‘ < q fiir fast alle k.

Die Konvergenzaussage folgt aus der Behauptung und dem Quotientenkriterium
3.8a.

ak+1 ak+1

> 1 fiir fast alle k

>1=

Behauptung hm 1nf

! Teilfolge
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Wir zeigen die Kontraposition:

Falls |“:1| <1 fiir unendlich viele k, dann besitzt ( Sbil ) einen H.P. in [0, 1],
k % |/ keN
d.h.
lim inf | 25+ [0, 1]
k—o0 ag

kleinster H.P.

Die Divergenzaussage folgt aus der Behauptung und dem Quotientenkriterium 3.8b.
(b) Die Konvergenzaussage wird analog zur Konvergenzaussage von (a) bewiesen.

Behauptung: limsup {/|ax| > 1 = {/|ak| > 1 fiir unendlich viele k
k—o0

Setze jetzt ¢ := W und ¢* := lim sup ,k/|ak|
k—o00

1. Fall: ¢* = oo. Dann (cg);,cy unbeschrénkt, also ¢ > 1 fiir unendlich viele .
2. Fall: 1 < ¢* < oo: Da ¢* H.P. von (c),cy liegen fiir jedes € > 0 unendlich viele ¢,

injc*—e, ¢ +¢l

Wihlt man € > 0 geniigend klein, so folgt wegen ¢* > 1, dass unendlich viele ¢ > 1
sind.

18.01.2010

Bemerkungen

(a) Wéhrend die Konvergenzaussagen von Satz 3.11 dquivalent zu denen des Quotien-
tenkriteriums und Wurzelkriteriums sind, sind die Divergenzaussagen schwécher.

(b) Ist das Quotientenkriterium erfiillt, so ist auch das Wurzelkriterium erfiillt.

(ak)pen erfiillt Quotientenkriterium
_ ai
ol 4 lant] < P lags] < 0 o = 2
v laa

= /|ag] <q- —

N——

—1  (k—o0)

Also
limsup {/|ag| < g < 1.
k—o0
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Nach 3.11 b ist das dquivalent zum Wurzelkriterium (vgl. Bemerkung (a)).
In (b) gilt im allgemeinen nicht die Umkehrung:

¢ +C+C+¢+ 0 (d <)
CHa+dt+d A+
konvergent nach dem Wurzelkriterium und zeigt dariiber hinaus, dass in der Di-

vergenzaussage das Quotientenkriterium ,fast alle” nicht durch ,unendlich viele”
ersetzt werden kann.

Das Wurzelkiterium ist also leistungsfahiger als das Quotientenkriterium.

Im Fall lim sup

Ak41
Qg

= 1 bzw. limsup ¢/|ax| = 1 kann dann sowohl Divergenz als
k—o0 k—o0

auch Konvergenz vorliegen:

[e.@]
ag =1 = k;lak divergiert (Bsp. d zu 3.1)

[e.°]
ap = k% = > a konvergiert (Bsp. d zu 3.1)
k=1

o0

Die harmonische Reihe >’ % zeigt ebenfalls, dass das Quotientenkriterium und das
k=1

Wurzelkriterium nicht zu

Ak+1
a

<1 (keN) bzw. {/lax|<1 (ke€N)

abgeschwicht werden kdénnen.

3.13 Rechenregeln fiir limsup und liminf (Auswahl)

Seien (ay)pen und (bg)gey beschrinkte Folgen reeller Zahlen. Dann gilt:

(a)

ar < br (k€ N) = limsupay < lim supby

k—oo k—oo

ap < by, (ki S N) = likfgicgfak < h]giogfbk]

limsup (ar + bx) < limsupag + limsup by

k—o0 k—oo k—o0

[likm inf (ar + bg) > likm inf ay + lign inf by
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ar > 0,0, >0 (keN) = limsup (ag-br) < limsupay - limsup by

k—o0 k—oo k—oo

[ax, > 0,b, >0 (keN) = likm inf (ay, - bg) > likm inf ay, - lign inf bg]

limsup(—ag) = —liminf ag, liminf(—a;) = —limsupag
k—00 k—o00 k—o0 k—00

Falls (ax)pcn oder (by)yen konvergiert, gilt in (b) und (c) sogar Gleichheit.

Beweis

(a)-(c) 1. Teil: Ubung, Tutorium 2. Teil: analog
(d) Zeige:

limsup(—a;) = —liminfay
k—o0 k—o0

Wiihle TF (ay, )

jeN mit ag, — liminfy .o ax  (j — o0)

Dann —ag; — —liminfy . ag (j — 00), also ist —liminfy_ ap ein H.P. von

(—ag)ken. Da limsup,_, . (—ay) der grofte H.P. von (—ay)ken ist, folgt:

—liminfa, < limsup(—ag) (%)
k—o0 k—o0

Wihle jetzt eine Teilfolge von (ag),cy, wieder mit (ag,) oy Pezeichnet mit

J
—ay, - lmsup(—ax)  (j— o)
k—oo
Dann gilt ar; —  limsup(—ag) (j — o)
k—oo
—— ——

H.P. von (ax)yen

also liminf < —limsup (ax) ,
k—o0 k—o00
woraus  limsup (—ax) < —liminfay (%)
k—o0 k—o0
folgt.

Die Behauptung ergibt sich aus (x) und (%*)
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3 Reihen

Quotientenkriterium, Wurzelkriterium und Majorantenkriterium liefern absolute Kon-
vergenz. Das Leibnitzkriterium ist auf bestimmte nicht absolut konvergente Reihen an-
wendbar.

3.14 Leibnitzkriterium

Sei (a)yey, eine monoton fallende Nullfolge (also gilt insbesondere ax, >0 (k € Np)).

o0

Dann konvergiert die Reihe 3 (—1)* ay.
k=0

[Beweisidee: ag — a1 +az —ag+...,a0 > a1 > ag..., S, = 22:0(—1)17%]

4,

a,

Beweis

Sn = Y _(-DFay

[e=]

k
Sn+2 — Sn = (_1)n+2 An+2 (_1)n+1 an+1

(-1

= (-1)"(ant2 — an1) = {
~—_———

<0

|

<0 n gerade

>0 n ungerade

also (s21) ey, monoton fallend, (s2n+1),cy, monoton wachsend.

Sont1 — S2n  —(—1)*"Mag, 1 = —ag,11 <0
d.h. Son41 < Sop, (n € No)
Die Intervalle I, := [s2,+1, S2p] bilden eine Intervallschachtelung, denn:
x
Son—1 < Sopny1 < S2p < S25-2  (m€N), dh.
I, < I,.1 (neN)
bzw. Iny1 < I, (n € Np)
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|1 ] = Sop — Sop41 = — (—1)2n+1 aont1 = a2pt1 — 0 (n — 00)

~—~
Lange von 1,

Also existiert s € () I, und nach Lemma 2.10 folgt
n€ENg

lim sop41 = lim sg, = s
n—oo n—oo

Hieraus folgt lim s, = s.
n—oo

[Letzteres wegen:

! !
lim sopy1 = s=Ve>0 IngeN Vn>mny: sy —8|<e
n—oo
. 7 7
lim sy, = s=Ve>0 dngeN Vn>ny: |[s2,—s|<e
n—oo

Also fiir vorgegebenes € > 0

|s —s1] <e n>max <2n6+1, QnS)

no
|
Bemerkung:
: = k & k
(a) Esgilt: |sp, —s|=|>. (=) ar — > (—1)" ag| < ant1
k=0 k=0
[Denn: 1.F.: n gerade, d.h. n = 2m
se I (denn: s € () I)
\”,1_, keNg
[52m+1752m]
|5 - 52m‘ < ‘Im‘ = G2m+1 = Ap+1
Sn
2. Fall: n ungerade, n = 2m — 1.
s € Iy, = [S2m+1, S2m] Teilmengezeichen [som—1, S2m] (Weil (S2m+1)men monoton

wachsend)
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= |s — som—1| < |s2m — S2m—1| = a2m
—_——— ~~
an+41

Sn

n
(b) Die Konvergenzaussage des Leibnizkriteriums gilt fiir jede Reihe > by, fiir die

k=Fko
bg b1 <0 (k> ko) alternierend
|bk| > |br+1| (k> ko) Betrége der Reihenglieder monoton fallend
bg—o (k— o0) Nullfolge
Beispiele
(a)
oo
(—1)k+1 1 1 1
S T H |
2 sty Tt e
k=1 spater
konvergiert nach dem Leibnizkriterium, aber nicht absolut.
(b)
oo
—1)k 1 1
Z( ) = l-c+=-—=- = T Leibnizreihe
2k +1 3 5 ~~ 4
k=0 spater

[ebenfalls keine absolute Konvergenz|

3.15 Umordnungssatz

o0
Sei > ay eine absolut konvergente Reihe, o : N — N eine bijektive Abbildung.
k=1

o0
Dann ist auch ) ag(k) absolut konvergent und es gilt
k=1
o0 o
> Ao(k) = > ak
k=1

4
[a1 +as+az+as= ) ag
k=1
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3 Reihen

4
ag+az +as+a1 = ) ayp

k=1
o:{1,2,3,4} — {1, 2, 3, 4}
c(1)=3,0(2)=2,03)=4,04) =1

o : bijektiv (Permutation) |

Beweis:
(1.) Sei zunéchst a, >0 (k € N).

Wegen o injektiv sind o (1), ..., o (n) paarweise verschieden und es folgt

n

N 0o
Z%(k) < Zak < Zak
k=1 k=1

k=1
[N :=max (o (1), ..., 0(k))]
Also konvergiert ) aq (i) und es gilt
k=1
Z%(k) < Zak (%)
k=1 k=1

o0
Der selbe Schluss ldsst sich auch auf die Reihe ) a, ;) mit der Umordnung
k=1

o~! anwenden. Aus (x) folgt daher

> a1 (o (k) = ;ao—w) (%)

k=1 N— —
Ak

Also folgt aus (x) und (*x):

o oo
D Gely = D
k=1 k=1
(2.) Der allgemeine Fall wird durch die Zerlegung
1 1
ax = 5 (lar| + ax) — 5 (lak| — ax)
bg.— Ck
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3 Reihen

auf 1. zuriickgefiihrt.

(o) (o ¢]
Wegen by, ¢, > 0 und by, ¢ < |ag| sind > br und ) ¢ absolut konvergent

k=1 k=1
und es gilt nach 1.
Z bo(k) = Z ks D he1 Co(k) = Ppet Ck
k=1 k=1

o0

Da )by, Co(k) konvergente Reihen sind, gilt das nach 3.2. auch fiir
k=1 =1

k

kZl (bo(k) + Co@y) und kZl (bo (k) = Co(k)) -
- —— =1 ——— ——

lac(x)l Ao (k)

[e.e]
Also ist ) as ) absolut konvergent und es folgt
k=1

Saery = > (bor) — o))
=1 =1

= Z ba(k) - Z Co (k)
kozol Ook:l

= Yb— o
k=1 k=1

= (bx — cx)
1

8

T

I
13

ag

B
Il
—

19.01.2010

Bemerkung Fiir nicht absolut konvergente Reihen gilt der Umordnungssatz im
allgemeinen nicht. Nach RIEMANN gilt sogar folgende Aussage:

Jede konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe kann so umgeordnet wer-
den, dass sie gegen eine beliebige vorgegebene reelle Zahl konvergiert.

3.16 Satz (Cauchy-Produkt)

Seien

i ap und i b
k=0 k=0
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3 Reihen

absolut konvergente Reihen.

Fir k € N setze

o0
=Y aibpi = aobk+arbe_1+ -+ arbo
=0

oo
Dann ist ) ¢ absolut konvergent und es gilt
k=0

k=0

oo oo [e.e] oo
[Merkregel: > a;- > bj = > > aby]
=0 j=0 k=0i,j>0, i+j=k

Skizze:
a,b, ‘aObl agh, - ab, -
alb()‘.. ‘albl“’ ab, -

a2b0 a2b1 ‘azbz" e

aby

Beweis: Bilde im obigen Schema die Hilfsfolge (d;);cy,

d(n +F1p-1
; do = agpbg
: . di = aibg
dd, oo : & — aibr
d3 = aob
dy = asbo
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3 Reihen

Wegen
(n+1)°~1

> Idz\—ZZ\azbl—Z\azl Zlb\ (n — o)

=0 i=035=0
R/—’

o)
~5a, —2 b
=0 j=0

n
ist die Reihe > d; absolut konvergent.
=0

Entsprechend:
(n+1)2-1

Sdp = lim S d
=0 =0

= lim (Zal . Zb]>
= lim Eal lim Eb

TL—>OO TL—>OO

— Ya- 3
7=0

=0

(di);en, kann folgendermafen umgerechnet werden:

dc(O) d0(2) d0(5) dc(mgu—l)
d’6(1) d0(4)
d

5(3)

dc(n (s 1)
2

dh.0(0)=0,0(1)=1,0(2)=3,03)=4,0(4) =2,05)=8, ...

Also nach dem Umordnungssatz

o0 (e e}
Ydi = Y doq
i=0 i=0
(n+1)2(n+2) _1

= lim Z dg(l)

= lim Z Zalbk i

n—»ook 0i=

= E: E:CMbkfi
k=0i=0
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3 Reihen

Bemerkung Auch beim Cauchy-Produkt ist die Voraussetzung absolute Konver-
genz im allgemeinen nicht verzichtbar.

— (1) — (—1)*
;O\/k+1 Z% s

konv. nach Leibnitzkrit.

k . k—1
_ (=i (=1
ekl = :Z; T VE—itl
& e
- .:0\/z+1\/k—z‘+1
k

= % 1

=0V (+1)(k—i+1)
k

1
> Y T
2

i=0
L
= Y
Ukt
= 2 e
rr2 70
——
—1 (k—00)
k
Daher divergiert > cg.
i=0

Potenzreihen

Sei (ax)en, eine Folge reeller Zahlen. Unter einer Potenzreihe verstehen wir die

Reihe Y ap2® (z € R).

k=0
Beispiel:
ap, = 1 geometrische Reihe
ap = % Exponentialreihe
1
& k=2l (I € Np) . .
— 3]
ag { 0 k=21+1 (IcNo) Cosiunus hyperbolicus

[Die erste Reihe konvergiert nur fiir |x| < 1, wogegen die beiden folgenden Reihen
fiir alle z € R konvergieren. |
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3 Reihen
3.17 Satz (Konvergenzradius von Potenzreihen)

Sei
oo
5"
k=0

eine Potenzreihe. Dann gibt es genau ein R € [0, oo] (Bezeichnung: Konvergenzra-

o0

dius), so dass > agz® fiir |#| < R absolut konvergiert und fiir |z| > R divergiert.
k=0

Es gilt:

1
lim sup ¥/ |ag|

k—oo
wenn man hier 5 =00 und é := 0 setzt.

Falls die Folge
().

konvergiert oder bestimmt (gegen oco) divergiert, gilt auferdem

1

ak41
ag

1
R
Ak41
ak

lim
k—o0

(ebenfalls mit § := oo und = :=0)

Beweis

LF.: 0 <limsup/|ax| < oo :
k—oo

Nach der Folgerung 3.11b (Wurzelkriterium) gilt:

oo
Zakxk konvergiert, falls limsup {/|axz®] <1, d.h. |z limsup /|ax| < 1
k—o0

k=0 k—o0

oder |x| <

1
lim sup ¥/ |ag|

k—o0
- 1
Zakxk divergiert, falls limsup ¢/ |agz*| > 1, dh. |z| > —
PR k—o00 hin Solip Y/ |ak]

2.F.: limsup{/|ax| = 0. Daher limsup{/|axz*| =0 (z € R)
k—o0 k—oo
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3 Reihen

Nach Folgerung 3.11b (Wurzelkriterium) folgt Konvergenz fiir alle x € R, d.h.

fiir alle z mit |z| < o0 1= 4 = —1L |
‘ | lim sup ¥/]ay|
k—oo

s.0. 0

3.F.: klim {/|ag| = oo. Also ebenfalls klim Vagzk| =00  (z #£0).

oo
Somit Divergenz nach 3.11b von Y- aja® fiir alle z # 0, d.h. |2| > 0= 1 =

) k=0

limsup §/|ay|”

k—oo

Im Falle der Anwendbarkeit des Quotientenkriteriums (Folgerung 3.11a), d.h.
falls

liminf |4 = lim sup | “2£ |, d.h. lim |21 existiert in [0, oo] folgt, dass
k—o0 k—s00 Gk k—o0

o0

apx® konvergent fiir |z| < — lak+1 und divergiert fiir |z| > ﬁ

k=0 kli{r;o af ‘ k:li{go O ‘

Wegen der Eindeutigkeit des Konvergenzradius’ folgt

Beispiel:
(a) ap =1 (keNg): limsupy/lax|]=1=R=1
k—o0

(b) ar =

Folle

1
(k€ No: i Ylowl = fim 5 = i pia =0 = R=oc

k!

k
Tr| < oo

1
1k gerade x &
© @ = { k(') sonst. kz_:()'a’ka‘ékzo

o0
Nach dem Majorandenkriterium konvergiert > azz” fiir alle z € R, d.h. R = oo.
k=0

3.18 Hilfssatz

(a) Sei I ein Intervall, L < 0, f,, : I — R lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L,
f:I—=R

Falls f,(x) — f(z) (x € I),dannist f lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante
L.

(b) Sei I ein Intervall, gx : I — R sei lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante Ly.

Falls -
> gk(x)
k=1
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3 Reihen

o0 o0
fiir jedes © € T und ) Ly < oo vorliegt, dann ist die Funktion > gi(z) (z €
k=1 k=1

o0
I) lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante Y Ly.
k=1

Beweis

(@) [fn(2) = fu(2) < Llz — 2| (2,7 €1, neN)
—— =
—f(z) —f(z) (n—00)

dh. |f(z)] = flz] < L]z — 7|

(b) Betrachte f, (c) :i= élgk (@) (zel)

(o]
Nach Voraussetzung ist > gx () fiir jedes x € I konvergent, d.h.
k=1

Sk (@) — 3o (@) = f(2).
k=1 k=1

18

|fn (@) = fn (2)] =

Also sind die Voraussetzungen von (a) erfiillt und die Behauptung folgt.

(o (2) — g ()| < > ok (2) — g ()] < 32 Lo — 7] <
k=1 k=1

k=1

Bemerkung: Aus f, : I — R lipschitzstetig und f, () — f(z) (z € R) folgt
im Allgemeinen nicht, dass f : I — R lipschitzstetig ist.

Beispiel: f, (z) = 2" (z €0, 1]) f,, ist lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante

n—1
0 0<z<1) )|
po-{] 22TV e @en
25.01.2010
3.19 Satz
Sei > eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Die von ihr in |—R, R|
k=0

dargestellte Funktion ist in jedem Intervall [—r, r] mit 0 < r < R lipschitzstetig.
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3 Reihen

Beweis Wende Hilfssatz 3.18b mit g (z) = apz® (|Jz| < R) an.
oo oo
ng(x) = Z apz® konvergiert fiir |z| < R.
k=0 k=0

OEdA:ay #0 (keN)
gk ist in [—r, 7] lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante |ag| - k - r*~1 (Beispiel 1.21d

fir k > 2).

Zeige
Z|ak|-k'rk71 <o (0<r<R).
k=1

oo
Das ist dquivalent zu > |ag| - k-7 < o0o...
k=1

[e.@]
Letzteres folgt daraus, dass der Konvergenzradius von > k - apz”® wegen

k=1
lim sup /% |ag| 3:13¢ i Vk - limsup {/]ay)|
k—o0 \kﬂoo , k—o0
1 R

gleich R ist.

o0 o0
Also ist > apz® = ag + Y aga® lipschitzstetig fiir 0 < r < R.
k=0 k=1

3.20 Folgerung

Sei kioak:vk eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Fiir f (z) := iojak:ck (Jz] < R) und jede Folge (x,), oy mit |z, < R (n € Np)
gilt: =
(a) xp, —amit |a| <R = f(x,) — f(a)
insbesondere z, — 0 = f(z,) — f(0)=ag

(b) Tn #0 (T’LENQ)7$”—>0:>M_)CL1

Tn
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3 Reihen

Beweis:

(a) Es gibt r < R, so dass |z,| <r (n€N)

(b)

2b
1 I I T |
I S I L
-R 0 a R

XneUa (a) (Il 2 nO)

R—|a|

[Denn: Fiir e := 5= gilt |z, —a] <e (n>ng), dh.

|zn| < |z —a|l +]a|+e=R—¢ (n>ngp)

Wiéhle r = max (|z1], ..., |Zne—1|, R —¢)]

Die Aussage folgt aus der Lipschitzstetigkeit von f auf [—r, r] und 2.6a.

f(x)—£(0)

T
[}

S apzF—ap
k=0
@
o0
3 apzh
k=1
x
00
= Y apah!
k=1

= iak—&-livk O<lz|<R) ()

k=1
o0 oo
3" ag12¥ hat den gleichen Konvergenzradius wie > ajz®, weil wegen
k=0 k=1
| N-1
g2 aat = ) et
apx” = a41T
x
k=1 k=0

bei festem x # 0 die Grenzwerte fiir N — oo iibereinstimmen und daher beide
Potenzreihen entweder zugleich konvergieren oder zugleich divergieren.

Damit folgt die zweite Aussage durch Anwendung von (a) auf (x).

io: akxk’ 00
Problem: ist lim *~*~— = 3~ lim (akﬂa?k) ?
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4 Stetige Funktionen

Sei im folgenden D eine nicht leere Teilmenge von R.

4.1 Definition (Grenzwert von Funktionen)

Sei f: D — R eine Funktion, g € [—00, oo] (nicht notwendig xg € D), yo €
[—00, 00]. Dann
(a) lim f(x) =y &

T—00

Fiir jede Folge (x,),cn mit 2, € D (n € Ng) und 2z, — 29 (n — o0) gilt

f(xn) — o (n — o0)

(Existenz mindestens einer Folge (z,), oy mit der obigen Eigenschaft wird
vorausgesetzt.)

(b) lim f(x) = yo <wie oben mit der Zusatzforderung x,, > z¢9 (n € N)

T—XT0
>0

Alternative Schreibweisen: lim+ f(x) =10 (oder lim f(x) = y0>
=Ty T—T0
Analog werden lim f (z) und lim f (x) definiert.

T—T( T—xo
>0 T#£T0

Beispiel

(a) lim{/x = /a (ke N; k>2;a>0)][2.6b]

r—a

(b) lim & = o0, lime®-28 =0 (B € R) [2.26a]

T—00 T— 00
lim 2. e* =0 keNy [2.26b]
T——00 N——
sogar flir kez
(¢) lim Inz = oo, lim Inz = —oo [2.26¢,d]
T—00 z—0
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4 Stetige Funktionen

(d) lim "2 =0 (B8>0), lim2%Inz = 0 [2.26e.f]

z00 T
o0 o0

(e) apz® Potenzreihe mit Kov. R > 0, f (z) = Y arz* (|z] < R)
k=0 k=0

lim f () = ao, iig%w = a; [3.20]

(f) lim l‘ =1, lim % = -1

T—x(Q |z T—x0 ‘I‘ -
>0 <0

Bemerkung liml\/f ist nicht definiert, weil der Definitionsbereich der Wurzel-
T——

funktion [0, oof ist und es keine Folge (r,),cy gibt, die , > 0 (n € N) und
T, — —1 (n — oo) erfiillt.

4.2 Definition (Stetigkeit)

Sei f: D — R eine Funktion, a € D. f heifst stetig in a, wenn

lim f(2) = f(a).

r—a
f heift stetig (in D), wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.
| 2, — a, f stetigin a

dim £ ) = £ (Jim )

Randbemerkung: Die Stetigkeit liefert unter der obigen Voraussetzung an (z,),,cy

lim f () = f (lim ),

n—oo

Vertauschbarkeit von Funktionswert und limes. |

Beispiele fiir stetige Funktionen

(a) lipschitzstetige Funktionen [2.6a|, insbesondere f (z) =z (x € R)und f (z) =
|z| (2 € R) [Beispiel (a), (b) zu 1.21]

(b) g/ [0,00[ >R (k-te Wurzelfunktion) [2.6b]

(c) exp: R—R, In: [0, co] — R [2.22¢, 2.23¢]
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4 Stetige Funktionen

(d) f:]-R, R[— R, f(x)= Y apa¥, falls Konvergenzradius R > 0.
k=0

Betrachte nun zu f, g : D — R die Funktionen

f+g: D—-R, (f+g)(z) = f(z)+g(z)

f—-g9: D—=R, (f-9g)(x) = f(z)—g(z)

frg: D—=R, (f-g9)(x) = f(z) g(z)
53 D* R, (g (z) = J;% , wobei
D*={zxeD: g(x)#0} [Sofern D* # (]

4.3 Satz

Seien f, g : D — R stetig in ¢ € D. Dann sind auch f+g, f — g, f - g, und falls
g(a)#0 5 jeweils stetig in a.

Beweis
€D (neN),xz, —>acD

f(@n) = fla), g(2n) — g(a)

f(xn) +9(xn) — f(a)+g(a)
(f+9)(xn) (f+9)()

19 ste:tgg n a

2.5b
=

Restliche Aussagen analog.

Beispiel

p Polynom = p stetig
Also p, ¢ Polynom = g stetig in jedem a € R, fiir das g (a) # 0

Anders ausgedriickt: Rationale Funktionen (=Quotienten von Polynomen) sind ste-
tig in ihrem Definitionsbereich.

4.4 Satz

Seien f: D — Rund ¢g: F — R Funktionen mit f (D) C E.
f sei stetig in a € D und g sei stetig in f (a) € E.
Dann ist die Funktion go f: D — R, x+— g(f(x)) stetig in a.
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4 Stetige Funktionen

Beweis
xn €D (neN), z,—a

f(@n) = f(a)
——

er c€FE

g9(f (zn)) = g (f (a))

f stlmglg ma
g stetlém f(a)
dh. (fog)(zn) — (fog)(a)

Beispiel

f.9: D —Rstetig = |f] |g|, max (f, g), min (f, g) stetig.

(Denn: |f| = || o f und max (f, g) = % + ‘%‘ usw.)

4.5 Zwischenwertsatz

Satz 1.22 bleibt auch richtig, wenn man dort lipschitzstetig durch stetig ersetzt.

Beweis

1. Teil: Im Beweis zu 1.22 wurde unter der Voraussetzung f (a) < 0 und f (b) > 0 ohne
Verwendung der Lipschitzstetigkeit von f eine Intervallschachtelung [ay,, by]
konstruiert mit f (a,) <0 und f(b,) > 0.

Hieraus folgte, dass genau ein x € [ [an, by] existiert.
neN

2. Teil: Zu zeigen: f (x) =

x € [an,by] (n€EN), b, —a, —0

Lemma 2.10
ma an — T, b — T
f steti
=e flan) = f(2), f(b”) ~ /@)
e N P
= flz)=

Dasselbe gilt auch fiir die Folgerung 1.23, die wir noch einmal formulieren.

4.6 Folgerung

Sei f : [a, b] — R stetig, y eine Zahl zwischen f (a) und f(b). Dann existiert
x € [a,b] mit f(x)=y.
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4 Stetige Funktionen

Beweis

4.5 angewandt auf g(z) = f(x) — .

N

f(a) 1

26.01.2010

4.7 Satz (Umkehrung streng monotoner, stetiger
Funktionen)

Sei I := [a,b] ein abgeschlossenes, beschranktes Intervall,
f: I — R streng monoton wachsend (bzw. fallend) und stetig.

Dann bildet f das Intervall I auf J := [f (a), f(b)] (bzaw. J = [f(b), f (a)])
bijektiv ab und die Umkehrfunktion f~! : J — R ist ebenfalls streng monoton
wachsend (bzw. fallend) und stetig.

N

f(b)+

[ IR
WV

Bemerkung:

1. Fiir eine injektive, reellwertige Funktion f : I — R existiert wegen der fehlen-
den Surjektivitdt im Allgemeinen keine Umkehrfunktion im Sinne von 0.24.
Man kann sich folgendermafen behelfen:

]E: I — f(I), f(z) = f(z) ist bijektiv und besitzt die Umkehrfunktion
f~1: f(I) — I. Mit der Einbettung ¢; : I — R, ¢ (z) = z entsteht aus f.
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4 Stetige Funktionen

f': f(I) — I. Mit der Einbettung ¢y : I — R, 17 (z) = z entsteht
aus f die injektive, reellwertige Funktion ¢t o f : f(I) — R, die wir hier
als f~! bezeichnen und Umkehrfunktion von f nennen. Diese fiir reellwertige
Funktionen gebriuchliche Bezeichnung ldsst sich rechtfertigen, weil

-1

) = @e), f(f(y)>=y e )

2. Auch unter der zusétzlichen Voraussetzung f : I — R lipschitzstetig folgt im
Allgemeinen nicht die Lipschitzstetigkeit der Umkehrfunktion.

Beispiel:

f: (0,1 —=[0,1], x> 22 lipschitzstetig, streng monoton

f7t: [0,1] —=1[0,1], x+~ /&  stetig, aber nicht lipschitzstetig

Beweis:

1. f ist injektiv, weil streng monoton wachsend
2. f(I)=J,dh. fla, b] =[f (a), f (D)

mon. wachs.
a<z<b ! =

f@)<f@<f), dhfIcs
zel flx)ed

40 Srefab]: f(z)=y, dh Jcf()
yeJ d.h. yefn)

f)=4J

3. Also ist f: [ - J, f(x) = f(x) streng monoton, bijektiv und besitzt die
Umkehrfunktion f~': J — I.

4. Zeigeij?*1 : J — I ist streng monoton wachsend. Seien y1, y2 € J mit y1 < ya.
Zaz. 71 (1) < f71 (y2)-

Annahme: ! (y1) > f~1 (12).
Wegen f monoton wachsend folgt ff (y1) > fft (y2), d.h.yp >y 7

5. Zeige:

f1: J — I ist stetig.
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4 Stetige Funktionen

Annahme: fflist nicht stetig, d.h.

T Wdpen: w€J MeEN): Fyed: yo—y, [y = 1)

Dann gibt es e > 0, so dass unendliche viele f~1 (y,) nicht in U, <J7*1 (y))
liegen. Daher gibt es eine Teilfolge (yn,, ) oy mit

From)-F'w)| = ¢ (hen) ()

Wegen f~1 (Yn,) € I und I beschrénkt, ist (ffl (ynk)>k N eine beschrankte
€

Folge, also gibt es eine konvergente Teilfolge (]?*1 (ynkj )) o diegegenxz € I
j€
konvergiert, d.h.

T () =2 G=00) ()

Da f stetig ist, ergibt sich

P (o)) = 7@ G=o00)  (xx)
NN 72

Yny, .
k]

Wegen y,, — y folgt aus (x x x)

y=f(x).
Andererseits aus (x) und (xx) ‘:1: —f! (y)‘ >e>0.

Widerspruch!

Cf7l = o f st als Verkniipfung streng monoton wachsender und stetiger
Funktionen ebenfalls streng monoton wachsend und stetig.

Motivation fiir Supremum und Infimum einer beschrankten Menge:

M :={xeR: 0<z <1} besitzt kein Maximum (1 ¢ M!), allerdings hat 1 hier
eine besondere Bedeutung:

Sie ist nicht hier obere Schranke von M, d.h.

Vee M: <1,

sondern sogar die kleinste obere Schranke.
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4 Stetige Funktionen

4.8 Satz und Definition (Supremum, Infimum)

Jede nicht leere, nach oben (bzw. nach unten) beschréankte Teilmenge M von R
besitzt eine kleinste obere (bzw. gréfite untere) Schranke.

Bezeichnung;: supM  bzw. infM

Beweis:

Sei sg eine obere Schranke von M, d.h. x < 59 (x € M). Auberdem sei zy € M.

Wir bilden ausgehend von Iy = [zg, so| eine Intervallschachtelung I, = [z, s,] mit
T, € M und s, obere Schranke von M.
M
I I
X0 So

[Tnt1, Sp]  mit 241 € M und x,41 > “”JQF‘S” keine obere Schranke von M

{ (@, Z2f2n] | falls 2228 obere Schranke von M
Iy =

Somit |I,,11| < 5 |In|, daher |I,| = 0 (n — o0).

Somit existiert s € () I, und nach Lemma 2.10 gilt x,, - sund s, —» s (n — 00).
neN

Nach Konstruktion gilt [wegen s, obere Schranke von M|

r<s, (xeM,neN).

Hieraus wegen s, — s
r<s (reM)

d.h. s ist obere Schranke von M.

Annahme

s ist nicht kleinste obere Schranke von M. Dann ist s — ¢ fiir ein € > 0 eine kleinere
obere Schranke von M, d.h. insbesondere wegen z, € M

Tn<s—e (neN).

Wegen z,, — s folgt hieraus
s<s—¢

Widerspruch!
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4 Stetige Funktionen

Bemerkung;:
1. s=supM < s obere Schranke und

F(@n)pen: 2n €M (nEN)Azy, — 5 (n— 00)

7 =" Wihle (z,),cy wie im Beweis zu 4.8

Beweis: . . .
7«7  Argumentiere so, wie im Beweis zu 4.8 ab Annahme

2. Fiir beschrinkte Folgen (ay), oy gilt (ohne Beweis)

limsupa, = lim sup{ax: k>n}
liminfa,, = lim inf{ax: k>n}
4.9 Satz

Sei I ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall, f: I — R stetig.
Dann ist f beschrankt und nimmt ihr Maximum und Minimum an, d.h.

esgibt Tel mit f(z) = sup{f(z): ze€l}
und z €l mit f(z) = inf{f(zx): xe€l}

[oder anders ausgedriickt: max {f (z) : x € I} und min{f (x) : x € I} existieren.|
Bemerkung:

Ohne die Voraussetzung [a, b] abgeschlossen und beschrinkt ist die Aussage im
Allgemeinen nicht richtig.

\

g ~ f:]0,1] =R, f(x)= % besitzt keine Maximumstelle

f: R—=R, f(z)=-e" besitzt weder Maximum- noch Minimumstelle

Beweis

Zeige nur die Existenz der Maximumstelle.

1. f ist nach oben beschrankt (d.h. {f (z) : € I} ist nach oben beschrankt)

Falls nicht, existiert (z;,),cy mit 2, € Tund f (z,) — 00 (n — o0).
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4 Stetige Funktionen

Nach BorzaNo-WEIERSTRAK existiert eine konvergente Teilfolge (74, );cn
und somit x € R mit z,, — x. Wegen I abgeschlossen, gilt x € I. Aus f
stetig, ergibt sich f (xy,) — f (z) im Widerspruch zu f (z,) — .

. Nach 4.8 und 1. existiert sup{f (z): = € I}

Entsprechend der Bemerkung zu 4.8 gibt es eine Folge (f (zn)),,cny mit f (2,,) —
sup{f(x): z € I}.

Wiihle konvergente Teilfolge (71, ),y VOn (Tn),cy und setze T := lim xp, .

k—o0
Dann T € I (wegen I abgeschlossen) und

@ =f () = ) = sl @) e 1)

k—o0 f s;tig k—oo

[dh.IFmeR: f(x)<m (xe€l)und f(T)=m
Zusammengefasst: 3T € [ :  f(z) < f(zT) (x€I)]

01.02.2010

4.10 Satz (¢ — )—Bedingung fiir die Stetigkeit)

f+ D — Rist stetig in a € D genau dann, wenn

YVe>0 30>0 VzeD: |[x—a|l<d = |f(zx)—f(a)|<e

aber: Ve>0 39>0: VexeUs(a)ND: |f(x)— fla)<ce

f(x)eUe(f(a))

oder: Ve>0 36>0: f(Us(a)ND)CU:(f(a))

Skizze

WV

- r
Ug(2) N D
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4 Stetige Funktionen

Anschauliche Vorstellung

5 — 0=p(f(@).f(Us(@nD)—0
= sup{|f(z) ~ f(@)|: @€ Us(a)n M}

In R? wire

p(b, M) :={|lx —b| x € M}
In R!
~ 3(b, M)

M b

Beweis: spiter
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5 Differentiation

5.1 Definition (Differenzierbarkeit, Ableitung)
Sei f : D — R eine Funktion, f heift in a € D differenzierbar, wenn der Grenzwert

#(a) = limi@=/@

T#a

existiert. (Bezeichnung: Ableitung oder Differentialquotient von f in a)

(Vorausgesetzt ist, dass es mindestens eine Folge (zy,),cy mit z, € D\ {a} gibt,
fiir die x,, — a (n — 00))

Bemerkung

(a) ist f durch eine Zuordnung x — f (z) formelméfig gegeben, so wird oft die
Schreibweise % (a) bzw. %]x:a an Stelle von f’ (a) benutzt.

(b) Der Differentialquotient kann auch in der Form
lim
h—0
h#£0

|d.h. alle Folgen (hy,), ¢y mit hy, # 0 und a + hy, € D] geschrieben werden.

fla+h)—f(a)
h

N

/

f(x) - f(a)

AN
7
a X

Grenzwert der Sehnensteigungen durch (a, f (x)) in Punkt a (Steigung der Tan-
gente an f in a).
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5.2 Einige

f(2)
(a) ()
fx) =
O
fz) =
) pa =
Beweise
(a)
(b)
(c)

oo hk
-3l -
k=0

5 Differentiation
Ableitungen

2" (r €R, neN)
nz" ! (r € R)

¢ (xeR,ceR)
0 (z€R)
e’ (z €R)
e’ (z eR)
/ — 1 (z+h)"—a”
f(z) hli% D
h£0
l. kgo(z) hkgn—k_n
= h
h£0
' (’8) hoxn70+k§1(z) hkxnfkixn
 a—
h£0
n
— k—1,_n—k
= Jim 20 () A
h#£0"
() ="~
= na"!
) +h)— f(x) . c—c
flo) =l h oo h
h+#£0 h;so\of’
z+h _ .z h _ 1
f(x) = }llin%e © :ex%ir%e =e"-1=¢"
h+£0 h+£0
= ok
oo 1 Z akh — Qo
kz_oakhk mit a = ] Nach 3.20b }llii%k:o -
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5 Differentiation

5.3 Hilfssatz

Sei f: D — R differenzierbar in ¢ € D. Dann ist ®: D — R

stetig in a.

Beweis:

Sei (), eine Folge in D mit x, — a (n — 00).

Zu Zeigen: ® (z,,) — P (a) (n — o0)

1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

Fiir fast allen € N: z,, # a.

Dann @ (z,,) = w — f'(a) = ®(a) (Nach der Definition der Ablei-
tung)

Fiir fast alle n € N: z, = a.

Dann @ (z,) = ®(a) (n>ng), d.h. @ (z,) — ®(a)

Es gibt unendlich viele n € N mit z,, # a und unendlich viele n € N mit
Tn = a. Wir bilden dementsprechend zwei Teilfolgen. Da beide Teilfolgen
nach dem 1. und 2. Fall gegen ®(a) konvergieren, konvergiert die gesamte
Folge (®(zn)),cn gegen ®(a).

[In jeder e-Umgebung von ®(a) liegen fast alle Glieder der 1. Teilfolge und
fast alle Glieder der 2. Teilfolge, also fast alle Glieder der Folge.|

5.4 Folgerung

Sei f: D — R differenzierbar in @ € D. Dann ist f stetig in a.

Beweis:

Mit @ aus 5.3 folgt

f@)=@(z) (x—a)+ f(a) (x€D,z#a)

und

fla)=®(a)-(a—a)+ f(a)
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5 Differentiation

also
f@)=2(x) (x—a)+ f(a) (xe€D)
somit

lim f (z) = im® (x) - lim (z — a) + f (a)
Tr—a r—a Tr—a
D(a) 0

Bemerkung Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
f(z) =lz| (z €R) ist stetig in 0 [Beispiel (a) zu 4.2,

aber nicht differenzierbar:

f@)—f©O) _Jzl _[ 1 (>0
z—0 T -1 (z<0)
Somit ling(O) =1, th{Jj(O) - _1
z—0 T z—0 T
x>0 x<0

Beide Grenzwerte miissten {ibereinstimmen, wenn f in 0 differenzierbar wére.

5.5 Satz (Ableitungsregeln)

Seien f, g : D — R in a € D differenzierbare Funktionen. Dann sind auch f +
g, f— g, f+g und sofern g (a) # 0 g in a differenzierbar und es gilt:

(f+9) (@) = f(a)+g (a)
(f=9)(a) = f(a)—g'(a)
(f-9)(a) = fla)-g'(a)+f (a)-g(a)  (Produktregel)

= : : (Quotientenregel)
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5 Differentiation

Beweis

(f+9) @) - (f+g)la _ [f@)=Ffla g()—g(a)

—f(a) g'(a) (z—a)

Analog fiir f — g.

(f-9) (x) = (f-9)(a) fx)-g(x) = fla) g(a)
fx)(g(x) —g(a) +(f () — f(a)-g(a)

O W 1)

— f(a)-g' () + f'(a)-g(a)

18 e f@)-gla) = fla)- g(a)
r—a - a) - 9(@) - gla

(
(f(z) = f(a)) - g(a) — f(a) -
(z —a)-g(z) - g(a)
)—9g

Y S B S
L@@
g9(a)®

[Existenz von mindestens einer Folge (zn),,cy mit z,, € Dy :={zx € D: g (z) # 0}
und z,, — a muss nachgewiesen werden:

Sei (2y,),cy eine Folge mit 2, € D und x, — a. Dann enthélt die Folge (2,,),cy
unendlich viele Glieder z,, mit g (x,) # 0. Andernfalls wire g (z,) =0 (n > ngp),

woraus wegen g stetig in a g (a) =g ( lim xn> = lim g (zy) = 0 folgen wiirde.|
n—oo n—oo

Beispiel
fl@) = & (@£0), meN)
[lz) = =58 —=—na™"h (2#£0)
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5 Differentiation

5.6 Satz (Kettenregel)

Seien f: D — R, g: E — R Funktionen mit f (D) C E.
Sei f differenzierbar in a € D und g differenzierbar in f (a) € E.

Dann ist go f: D — R differenzierbar in a und es gilt
(gof) (@) =4 (f(a)- f (a)

Beweis

Setze b := f (a) und

Dann gilt:

9(f(x)) = ‘1’(f(ﬂf))~(f(x)f(a))+g(f(a)) (z € D),
-

b

daher
s 9 U@) gy DI g0y pa)) @)
o G (f@) T

Beispiel

(a) f(z)=0a" (z€R), a>0 (fest)

Dann:
f(z)=e""" = exp(x-Ina) = (expoln) (x)
a® h(z)
f'(x) = exp' (h(x))-h'(z) sz P (h(z)) -Ina=a® -Ina

(b) f: D—-R, g: E—R, h: F>Rmit f(D)C Eund g(F)CF

f differenzierbar in a, g differenzierbar in f(a), h differenzierbar in g (f(a)).
Dann:
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5 Differentiation

(hogof)(a) = (ho(gof)) (a)
= ' ((gof)(a) (g0 f) (a)
= W(g(f(a) g (f(a)) [ (a)

02.02.2010

5.7 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei I ein abgeschlossenes beschranktes Intervall, f : I — R streng monoton und
stetig, J = f (I).

Ist fin a € I differenzierbar und f’ (a) # 0, so ist die Umkehrfunktion f~!: J — R
in b := f (a) differenzierbar und es gilt

frH )

Beweis

Die Umkehrfunktion existiert nach Satz 4.7 und ist streng monoton und stetig. So
sel (Yn)peny mit yn € J (0 € N) mit y, — b, y, #b.

o= [T () (nEN)

Tp # a wegen y, # b und f bijektiv.
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5 Differentiation

PR )

—— ——

Tn — a (n— o) wegen y, — b [denn y, — b

3 f71 n _f71 b _ _ f dlﬂ‘b ln a 1
Somit (yyrz—b © - ynl—b - f(zn)lff(a) - f/ (a)
F ) =710 Tn—a Il
:f’(f*11<b>)
Beispiel:
() f(x) =e* (w€R), [ (x) =Inz (z>0)
[Wiihle x > 0 fest und setze I := [%, 256]]
hl/(ﬂc):m:el%:i (z > 0)
(b) Folgerung aus (a):
f(x) = 2% (r>0) a€Rfest
= f(z) = e (2>0),
also f'(z) = N (g(2)) ¢ (x)
9@ g/ (1)
/:k—\
— lnz o

= h(g x))imit h(z)=¢% g(x)=alnz

. xoz—l

Q

5.8 Definition (lokale Extrema)

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R eine Funktion, xzg € 1.

f hat in z¢ ein lokales Maximum < 36 >0 Vo € Us (x0) : f(x) < f(x0)
f hat in ¢ ein lokales Minimum < 3§ >0 Vo € Us (xo) : f (z) > f(x0)
f hat in x( ein lokales Extremum < f hat in x¢ ein lokales Maximum oder lokales Minimum

N

WV
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5 Differentiation

5.9 Satz (Notwendige Bedingung fiir ein lokales
Extremum)

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R differenzierbar, f besitze in xg € I ein lokales
Extremum. Dann gilt:

fi(xo) = 0
Beweis
0.E.d.A. 2y lokales Minimum
f(z) = f (o) > 0 (z € Us(x0))
= %ﬁéxo) > 0 (zo<zxz<zo+9)
_ . fl@)—f(zo)
= fllwo) = Jlim S50
[ diff.b.in zo 2z
@ - )
T—zT0 T — TQ
xr>x0

-~

>0

Analog folgt aus [@)=J o) (ko — 0 < x < x0)

T—x0 —

1" (zo) < 0. Insgesamt: [’ (z9) =0

5.10 Mittelwertsatz

Sei f: [a, b] — R stetig, f differenzierbar in |a, b[.
Dann gibt es ein £ € Ja, b[, so dass

v

a ¢ b

Wir fithren den Mittelwertsatz auf einen Spezialfall zuriick.
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5 Differentiation

5.11 Satz von Rolle

Gilt unter den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes zusétzlich f (a) = f(b), so
gibt es ein £ € Ja, b] mit

f1©=0

v

Beweis von Satz 5.11

1. Fall: f konstant. Dann gilt die Behauptung wegen f' () =0 (z € |a, b])

2. Fall: f nicht konstant. Dann existiert ein x¢ € Ja, b[ mit f (x¢) # f (a) = f (b).
O.E.d.A. f(z9) > f(a)
—~—
=f(b)
Nach Satz 4.9 besitzt f eine Maximumstelle £ € [a, b]
Wegen f(zo) > f(a) und f(xo) > f(b) gilt & €]a, b[.
Aus Satz 5.9 ergibt sich f/(£) = 0.

Beweis von Satz 5.10

Vv
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5 Differentiation

g erfiillt g (a) = g (b) = 0. g ist stetig in [a, b] und differenzierbar in |a, b].
Nach dem Satz von Rolle gibt es daher ein £ mit ¢’ (£) =0, d.h.

f’(&)—<_bf_ <‘;>+g”£b;) = 0
oder
1) = f(bl)):i‘(a)

5.12 Folgerung

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R differenzierbar. Dann gilt:

(a) f'(x)>0 (xel) < fstreng monoton wachsend
f'(x) <0 (xel) & f streng monoton fallend
(b) f'(x) >0 (zxel) < [ monoton wachsend
f'(x) <0 (xe€l) < f monoton fallend

Bemerkung: Die Umkehrung in (a) gilt im Allgemeinen nicht:

f(z) =2® (z € R) streng monoton wachsend, aber f’(0) = 0.

Beweis:

(a)

T < T9

= f(@1) = [ (22)

MIMERLEISats ) — a0) - £/(€) (€ €]an, wal gocignet)
—— =~
<0 >0
= flar) < f(x2)

2. Aussage analog

(b) ,=": wie in (a)

”<:aa: f/ (I’) — }llli%f(l’-i-h}z—f(i) — }Lli%f (I’ + h‘]i - f ('CU)
h>0

2. Aussage analog
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5 Differentiation

5.13 Anwendung [Hinreichende Bedingung fiir ein
(globales) Extremum]

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R differenzierbar, f’ (z¢) = 0 fiir ein zg € I.

Falls f' () >0 (x €I,z <xo)und f' () <0 (x €I, x> xg),
dann hat f in x ein (globales) Maximum.
Falls f'(2) <0 (x €I,z <xzo)und f'(x) >0 (xe€l, x> x),
dann hat f in x ein (globales) Minimum.

N

Il AN
N 7

X0

£1(x) > 0 (x <x,):£'(x) <0 (x> x,)

f monoton f monoton
wachsend ::> fallend

(o Maximumstelle von f)

Hohere Ableitungen

Sei f: D — R differenzierbar. Ist f': D — R in a € D differenzierbar, so heift f
zweimal differenzierbar in a (Bezeichnung:f” (a), % (a), %’r:a>~

Allgemeiner durch rekursive Definition: f(©) := f

Ist f*~Y: D - Rin a € D differenzierbar, so f k-mal differenzierbar in a.

(Bezeichnung: %) (a) dk—f(a) dk—f|z:a)

) dxk ) dxk

Ist f: D — R k-mal differenzierbar und f* stetig, so heiRt f k-mal stetig diffe-
renzierbar.

5.14 Satz (Hinreichende Bedingung fiir ein lokales
Extremum)

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R differenzierbar und in einem x¢ € I zweimal
differenzierbar.
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5 Differentiation

Falls f' (x0) =0 und f” (z0) < 0, dann hat f in x¢ ein lokales Maximum.
Falls f'(x0) = 0 und f” (z9) > 0, dann hat f in zg ein lokales Minimum.

Beweis:

B f/(x;:ii;(xo) (x # x0)
Setze ® (z) = { [ (@o)  (z=x0)

Sei f” (xz0) < 0. ® ist nach Hilfssatz 5.4 stetig und daher wegen f” (x0) < 0 in einer
hinreichend kleinen Umgebung Us (xg) kleiner also 0.
|[Folgt aus Satz 4.20 s.u.|

Somit
[ (@) = [ (o)

<0 (z€lzg—20, 20+, zF# x0)
r — X

Hieraus

f ()= f(x0) > 0 (zo—0 <z <)
f'(x)—f(xg) < 0 (zo<x<z9+9)

Die Behauptung folgt aus 5.13 angewandt auf f|Us (o)
08.02.2010

5.15 Satz (gliedweise Differentiation einer Potenzreihe)

o0

Sei > agpx” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist die Potenzreihe
k=0

in |-R, R[ differenzierbar und es gilt

d oo e.o] B o
dqj(Z%-;ﬁ) = Zk-ak-wk I:Zak+1-(l€+1)-xk (|| < R)
k=0 k=1 k=0

@) =Y aa® (o] < R)
k=0

Wihle zu |z] < Rein r mit 0 < |z| <7 < R.
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5 Differentiation

Fiir jedes h # 0 mit |x| + |h| < 7 gilt:

0o ap(z +h)F = S apa® o
flx+h) - f(z) k-1 k=1 k=1 k-1
Y — Zakk‘:z: = N — Zakk‘x
k=1 k=1
B i ap((x +h)F —2F — k- 2F1h)
- h
k=1
> z+h)F -2k — k. 2k 1h
< E:’aﬂ'}( ) h |
= 7
Hilfsaussage
(a:—&-h)k—a::—kxk’l-h
S D (faf + A 2 < B (b #0)
1Isaussage 0 _ _
< > M (|a] + ()2 Jn
- S,,chZ
> k+1) (k+2
- <§£:|@k+2|(1§)rk>'|h|
k=0 .

~~

<oo, weil die Potenzreihe Y aj o $FUAEF2) ok
k=0

denselben Konv.radius wie §° 4,2+ hat.
k=

oo
[ Zu Letzterem: Im Beweis zu 3.20 b wurde gezeigt, dass > agx* denselben
k=0

[e.°]
Konvergenzradius wie > az;12* hat.
k=0

Hieraus folgt wegen

limsup/(k+ 1) apy1 = klim VE + 1limsup /| agp11],
—00

k—o0 k—o0
o0 o0
dass auch Y (k + 1) agy12* denselben Konvergenzradius wie Y apa® hat.

k=0 k=0
Die Behauptung folgt durch nochmalige Anwendung dieses Schlusses. |
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Beweis der Hilfsaussage

(z + h)* — 2% — kak~1h

5 Differentiation

IN

|-

Id

| -

(g)a*-n°
Mk A~k
Z . l,k—zhz ZL‘k _ ;Ek_l L
5\t 1
k
Z <k> I‘k_i . hl
. 1
=2
k—2
. k L (i42) pit2
— 7+ 2
1= . ,
k(k—1) (k—2
(i+2)(i+1)( I3 )
= k<k B 1) k—2 |x’k—2—7j . |h|z
i+t \
<7D
k=2
k(k — 1) =2\, poi
M) e,
i=0
k(k—-1 _
i

[e.°]

Die Behauptung folgt jetzt daraus, dass Y (k + 1)az; 12" denselben Konvergenz-

o0
radius wie 3 apz® hat.

k=0

k=0
Beispiel
o0

£ = YafF=1+z+22+... (z|]<1)
d 1 ko:oo 00
— = Yk-2Mt=Y (k+ Db =1+22+322+... (2| <1)
drl—z k=0 k=0

1 2

(1-z)
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5 Differentiation

Bemerkung

o0
Durch wiederholte Anwendung von 5.15 erhilt man fiir eine Potenzreihe Y apz®

k=0
mit Konvergenzradius R > 0

LS apr® = Sapk-(k—1) .. (k—n+1) 2k
k=0 k=n

= Qpan (k+n) - (E+n—1)-...-(k+1)-2¥ (|z|] <R)
k=0
Und insbesondere
WZakxk]x:():an-n-(n—l)-...-1:an-n!
k=0

Fiir f(z) = ki_o:oakxk (lz| < R)

gilt also  f™(0) = a, - n!
bzw. anp = % (n € Np),
woraus flx)y = > %xk (lz| < R) folgt.
k=0

(Bez. Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt 0).

5.16 Definition

Sei I ein Intervall, f : I — R eine Funktion. Eine differenzierbare Funktion F' :
I — R heifit Stammfunktion von f, wenn F’ = f.

5.17 gliedweise Integration einer Potenzreihe

o0

Sei > arz® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0,
k=0
= .k
fl@) = > az™ (Jz[ <R)

k=0

Dann ist
= a L a
_ k__k+1 _ k—1 _k
F(z) = kEO i e = kgl L (|| < R)

eine Stammfunktion von f.
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5 Differentiation

Beweis

o0

Der Konvergenzradius von k“—ﬁx’““ ist R (analoge Aussage wie in 3.20b bzw.
k=0

5.15)

d ak g1 k
mhalt T (k € Np),

also folgt die Behauptung aus 5.15.

5.18 Lemma

Sei I ein Intervall.

(a) Sei g: I — R differenzierbar, ¢'(x) =0 (x € I). Dann ist g konstant.

(b) Seien F} und Fy Stammfunktionen von f. Dann ist F; — Fy konstant.
Insbesondere gilt F} = F5, wenn F} und F5 an einer Stelle iibereinstimmen.

Beweis:

(a) Sei xg € I fest. g ist stetig in I, weil ¢ in I differenzierbar ist [Folgerung 5.4].

Nach dem Mittelwertsatz gilt:

g(@) =g (@) =g (§) - (x—w0) (v, x#uax0, &€ geeignet)
S~
0

dh. g(x)=g(o) (vel)
(b) (Fi-F) =F -F=f-f=0

Die Behauptung folgt aus (a).

Beispiel:
Fi(z) = In(14+2) (|z] <1) ist Stammfunktion von f (z) = ﬁ (Jlx] < 1)
Fy(z) = kio (—=1)* :212:11 (Jx] < 1) ist Stammfunktion von

> (D= S ) = g = e = @) (el <)

Wegen F1(0) =1Inl =0 und F»(0) = 0 gilt F} = F5, also
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5 Differentiation

0 kxk+1
In(1 + = -1
) = S
> Xz
— Z<_1)k+17
k=1 k
2 $3 4
= m—?+§_z+ (‘JJ|<1)

Bemerkung
Tatséchlich gilt das auch fiir z =1, d.h.
1 1 1

N2 =1——+4——=._..
. 57371

wie es sich aus dem Abelschen Grenzwertsatz ergibt.

5.19 Abelscher Grenzwertsatz

[e.e]
Sei " apaz® eine Potenzreihe mit R €]0, ool.
k=0

oo
Falls 3" aR* konvergiert, dann gilt
k=0

oo o
lim g akaﬁk: E akRk
z—R,z<R
k=0 k=0

Falls Y ap(—R)* konvergiert, dann gilt
k=0

o o0
lim E apz® = Z ar(—R)F
r——R,x>—R
k=0 k=0
Beweis wird weggelassen.

5.20 Definition und Satz (Sinus, Cosinus)

Fiir die Funktionen
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5 Differentiation

sin(z) = go( F g (@eR)

und cos(z) := i% (=1)* (2213! (x € R)
k=0
gilt:
sin’ () = cos(z)

(a) cos' () = —sin(z) (z€R)
(b) sin?(x) +cos?(x) = 1 (z€R)
. sin(z+y) = sin(z)-cos(y)+ cos(x) - sin(y) .
(c) cos(z+y) = cos(z)-cos(y)—sin(z)-sin(y) (z,y €R)

[Bemerkung: Wir schreiben oft sinz, cosz statt sin(x), cos(z)]

Beweis:
0 2k:+1 o0 ’l‘|2k+1 00 |£E|l
> |- B S e e
- |
— 2k+1) k:0(2k+1) — !
Somit konvergiert Z (—=1)* (gzi:), nach dem Majorantenkriterium fiir alle z € R,

d.h. diese Potenzrelhe hat den Konvergenzradius R = oo.

Analog fiir die Cosinus-Reihe.

s k 2k+1 s E 2k
4sing = kz—:o (—1) %ék—&—l) = kzo (—1) Gy = cos T (x € R)

%0 oo o0
d k d 2k k d 2k 2k—1

(a) gpeosr = (1) ﬂék)! = > (-1 %ék)! = > (-1F- (gkq)! =
k=0 k=1 k=1
2k+1 2k+1
= EO(_D’CH Gy = kzo(_l)k(§k+l = —sin(x)

(b) & (sin®*(z) + cos?(z)) =2 -sinz - cosz + 2 - cosz(—sinz) =0 (z € R)
Wegen sin?(0) + cos?(0) =0+ 1 = 1 folgt

sin?(z) + cos?(z) =1 (x € R)
09.02.2010
(b) ist eigentlich eine Folgerung von (c)

[2. Gleichung mit y = —x]
(c) Sei y € R fest. Betrachte

flz) = (sin (x +y) — sinz - cosy — cos x - siny)*
+ (cos (x4 y) — cosz - cosy + sinz - siny)?
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5 Differentiation

z.Z.: f=0.
f'(z)=0 (z€R) [durch Nachrechnen]
Nach 5.18 gilt

flx) = f(0)
= (siny—0-cosy—1-siny)*+ (cosy —1-cosy+0-siny)?
= 0 (zeR)

Bemerkung zum Beweis von (c)

Es wire natiirlicher statt f : R — R (bei festem y € R) die Funktion g : R? — R

g(z,y) = (sin (z +y) — sinz - cosy — cos x - siny)?
4+ (cos(z 4 y) — cosz - cosy + sinz - siny)?

zu betrachten. Fiir die Ableitung der Funktion
xr—g(x,b) (y=0>fest)
an der Stelle a schreibt man
019 (a, b) oder %2(a,b) bzw. 22|, —(ap)

[Bezeichnung: partielle Ableitung von g nach z in (a, b)]

Entsprechend schreibt man
0 0,
Oag (a, b) oder 8—5 (a, b) bzw. 7§|(z,y):(a,b) ,

wenn man x = a festhilt und y — ¢ (a, y) an der Stelle y = b differenziert.

5.21 Satz und Definition (7)

Die Funktion cos hat genau eine Nullstelle in [0, 2] (Bezeichnung: 7). Damit gilt

T om
cosyz = 0 , sing = 1

Beweis: Spiter mit Hilfe der Taylerformel.

5.22 Folgerung

(a) sin(z+27) = sin(z) , cos(z+2m) =  cos(x) (x € R)
(b) sin(x+m) = —sin(x) , cos(x+m) = —cos(x) (x € R)
(¢) sin(3—-2) = cos(z) , cos(5—z) = sin (x) (xr € R)
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5 Differentiation
(d) {z€R: sin(z)=0} = {k-w: keZ}
{xeR: cos(z) =0} = {(k+3)m: keZ}

»,Nullstellen von sin bzw. cos”

D0 /75

Beweis:
Vorbemerkung:
cos(—x) = cos(x) (cos-Reihe enthélt nur gerade Potenzen von x)
sin(—z) = —sin(z) (sin-Reihe enthélt nur ungerade Potenzen von x)
(©) sin (5 — z) 5.20¢ sing -cos (—z) + Cosg -sin (—x) Vorbem. cos ()
1 0

Analog: cos (% — a:) =sinx

(b) sint = sin(% - (-%)) (:) cos (—%) Vorbem. 08 & 21 0
. - - (_) . =\ Vorbem. .o H.21
COST = COS (5—(—5)) = sin (—5) = —sing = -1
sin (x + ) 520¢ Ging. cosw +cosz- ginm = —sinx
~1 (s.0.) 0 (s.0.)
Analog: cos (z + 7) = — cos x.
b b
(@) sin (x+2m) = sin((z+7)+m) (:) —sin (x + ) (:) —(—sin(z)) =
Analog: cos (z + 27) = cosz
(d) Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir > 0
sinz —sin0 = cos{- (z—0) (€ €10, x| geeignet)
Also = cosé-x>0 (0<x§g)
~—

>0

[ Bemerkung: cos{ < 0 fiir € € ]0, g[, weil 7 die einzige Nullstelle von cos
in [0, 2], cos = 1 und cos stetig. |
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5 Differentiation

(©)

Somit cos(z) = sin (5 —z) Vorbem. —s'n( T

S.0. -

Daher hat cos in [0, 7] nur die Nullstelle 5. Aus (b) folgt dann die Nullstel-
lenaussage fiir cos und wegen

sin (z) © o (2 —2) Vorbem. (c—1)

entsprechend die Nullstellenaussage fiir sin.

5.23 Satz von Taylor mit Lagrange-Restglied

Randbemerkung;:
Taylorreihe (im Entwicklungspunkt 0):

X fk) ,
flz)= > ! kx(O)xk
k=0
falls f Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.

Bisher noch nicht behandelt:
X r(k)

fz) =Y L5 (2 — )"
k=0

Sei f: [a, b] — R n-mal stetig differenzierbar und f in |a, b[ (n + 1)-mal differen-
zierbar, x, xg € [a, b], x # 0.

Dann existiert £ zwischen zo und z, so dass gilt:

£ (z I
£ ) = o)+ o) o= o)+ oot T (o gy D) (o
n-tes Taylerpolynom Lagrange-Restglied
-
k=0 :

Bemerkung: Fiir n = 0 ergibt sich die Taylorforlmel aus dem MWS:
f(z)—f(zo) — fl (5)

T—x0

= flx) = fzo)+f (£ (x— o)

Beweis:

Es reicht, die Behauptung fiir x9p = @ und = b zu beweisen, d.h. zu zeigen ist,
dass fiir geeignetes & € |a, b[ gilt:

£ (a)

ﬂw:fWHﬁ%w-w—@+m+,“w_@n+ﬂ“”@>

(n+1)!
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5 Differentiation

Fir p(z):=f(a)+ f'(a) - (x —a)+ ... + % (x —a)" gilt:
pM (@) =@ (0<k<n) (o)

Setze
(Q? o a)n-‘rl

o) = 50 (o4

> (x € [a, b)) (x % %),

worin p € R so gewéahlt ist, dass h (b) = 0. (Das ist moglich, weil man die Gleichung
h (b) = 0 nach p auflgsen kann.)

Frt(E)
(n+1)!

Wir zeigen: p = fiir ein geeignet gewahltes £ € ]a, b[. Aus (xx) ergibt sich

M) (@) =0 (0<k<n) (*%k)

Wegen h (b) = 0 existiert nach dem Satz von Rolle ein & € ]a, b[ mit A’ (&) = 0.
Wegen b/ (a) = 0 und b’ (§1) = 0 existiert ein & € Ja, & mit A" (&) = 0 usw.

Man erhilt so aus (% * xx) ein &, 11 € la, &, C Ja, b] mit

p(n+1) (£n+1) = 0
n+1)!
R R e L =

| Veranschaulichung von h im Fall n =0

h(x) f(a) + m(x-a)

Die Wahl von p so, dass h (b) = 0 macht die gew#hlte Gerade zur Sekande durch
(a, f(a)) (b, f ()]

Beispiel: Binomialreihe
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5 Differentiation

k])”(x) = (14+2)* (z>-1,a € R\Ny)

f®(z) = al@=1)--(a—k+1)-(1+z)*F
~——
a—(k-1)
5.23 a n ala—1)-..-(a—k+1 o a—(n
=t = S k!< )xk+(n+1) (1+¢)>
Verallg. Bin.koeff. (¢):=¢ zwischen o0 und «
a ala—1)-..-(a—k+1 |a’ o a
(@) = |slesiteti| = B afi- g 1 o
—0 (n—o00)
Die Produkte |(1—a)] - ... - ’(1 - ﬁ)‘ bleiben beschrinkt, weil fiir k € N mit

k > «, d.h. % <1 !1 - % =1- % < 1 gilt und daher nur eine feste Zahl von

Faktoren (unabhéngig von n) grofer als 1 sind.

< ‘( “ )’ 0<x<])
n+1 —£€)0, 1]
————

—0 (n—o00)

= (1+2)* = > (9" (0 <z <1; e R\Np)
k=0

Ohne Beweis (1+2)* = Y (§)a” 0—-1l<z<l;a>0)
k=0

(I4+2)* = Y (§)aF 0-1<z<l;a<0)
k=0

... das war’s fiirs WS 2009/10 in Analysis!

Uber Feedback im Wiki wiirden wir uns sehr freuen.
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