Skript vom 19.01.2010
Hinweis: Dies ist eine inoffizielle, vorlaufige Mitschrift der Vorlesung , Analysis fiir Infor-
matiker und Statistiker” (WS 2009/10, Dozent: Walter Spann).

Aktuelle Skripte und eine bereinigte Version dieser Mitschrift gibt es in kiirze in unserem
MedieninfoWiki: http://www.miwiki.de.vu

Bemerkung

Fiir nicht absolut konvergente Reihen gilt der Umordnungssatz im allgemeinen nicht.
Nach Riemann gilt sogar folgende Aussage:

Jede konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe kann so umgeordnet werden,
dass sie gegen eine beliebige vorgegebene reelle Zahl konvergiert.

3.16 Satz (Cauchy-Produkt)
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d

(n+1y-1

: . dO = Clobo
: : di = abo
dd, o
d3 = a0b1
d4 = a2b0
Wegen
(n+1)*-1
Z | = szlb | = Z’az| Z|b | (n— o0)
=0 i=0;=0

H/—/
o0
=0 j=o

n
ist die Reihe ) d; absolut konvergent.
1=0

Entsprechend:
(n+1)*-1

SNdi = lim Y d
=0 1=0

n—oo

= lim (Zai' ij>
= lim Za, lim Zb

7’L~>oo n*)OO

=0 ]:O



(di);en, kann folgendermafen umgerechnet werden:
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dh.o(0)=0,0(1)=1,0(2)=3,0(3)=4,0(4)=2,0(5) =8, ...

Also nach dem Umordnungssatz
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Bemerkung Auch beim Cauchy-Produkt ist die Voraussetzung absolute Konvergenz im
allgemeinen nicht verzichtbar.
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Potenzreihen

Sei (ag)pen, eine Folge reeller Zahlen. Unter einer Potenzreihe verstehen wir die Reihe

oo
Sapz®  (z €R).
k=0

Beispiel:
ap, = 1 geometrische Reihe
ap = % Exponentialreihe
1
ol k=2l (I € Np) . .
— k!
ay { 0 k=21+1 (leNy) Cosiunus hyperbolicus

[Die erste Reihe konvergiert nur fiir |z| < 1, wogegen die beiden folgenden Reihen fiir
alle z € R konvergieren.|

3.17 Satz (Konvergenzradius von Potenzreihen)
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eine Potenzreihe. Dann gibt es genau ein R € [0, oo] (Bezeichnung: Konvergenzradius),
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so dass 3. apz® fiir || < R absolut konvergiert und fiir |z| > R divergiert. Es gilt:
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wenn man hier % := oo und é := 0 setzt.
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Falls die Folge

konvergiert oder bestimmt (gegen oco) divergiert, gilt auferdem
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(ebenfalls mit § := oo und L :=0)

Beweis

1.F.: 0 <limsup{/|ax| < oo :

k—o0

Nach der Folgerung 3.11b (Wurzelkriterium) gilt:
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Z apz® konvergiert, falls limsup {/|azzk| < 1, dh. |z|-limsup ¢/]ax] < 1
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oder |z| <
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1
E apa® divergiert, falls limsup {/|agz®| > 1, dh. |z| > —
P k—o0 lim sup {/|ag|

2.F.: limsup {/|ax| = 0. Daher limsup{/|axz*| =0 (z € R)
k—oo
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Nach Folgerung 3.11b (Wurzelkriterium) folgt Konvergenz fiir alle z € R, d.h. fur
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3.F.: klim ¥/]ag| = oo. Also ebenfalls klim Y agzk| =00  (z #0).
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Somit Divergenz nach 3.11b von Y az® fiir alle z # 0, dh. [z > 0 = £ =
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Im Falle der Anwendbarkeit des Quotientenkriteriums (Folgerung 3.11a), d.h. falls
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Wegen der Eindeutigkeit des Konvergenzradius’ folgt
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Nach dem Majorandenkriterium konvergiert Y azz” fiir alle z € R, d.h. R = oo.

k=0

3.18 Hilfssatz

(a) Sei I ein Intervall, L < 0, f, : I — R lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L,

f:I—-R
Falls f,(z) — f(x) (xz €I), dann ist f lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L.

(b) Sei I ein Intervall, g : I — R sei lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L. Falls

o0 o0
fiir jedes z € I und ) Ly < oo vorliegt, dann ist die Funktion Y gx(x) (z € I)
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o0
lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante > Ly.
k=1



Beweis

(@) |fn(z) = fu(®) < Llz — 2| (2, 7€l,neN)
S~ Y~
—f(x) — f(@) (n—00)
d.h. [f(2)] = f 2] < Lz —z|

(b) Betrachte f, (c) :i= égk (@) (zel)

o0
Nach Voraussetzung ist > gx () fiir jedes x € I konvergent, d.h.
k=1

Sk (@) — 3ok (@) = ().
k=1 k=1

8

[fn(x) — fu (T)]| =
<k§1Lk> (z —7)

Also sind die Voraussetzungen von (a) erfiillt und die Behauptung folgt.

gk (1) = 9 ()] < 3 lor (8) — 95 ()] < 3 Lnlw — 2] <
k=1 k=1

k=1

Bemerkung: Aus f, : I — R lipschitzstetig und f, () — f(x) (z € R) folgt im
Allgemeinen nicht, dass f : I — R lipschitzstetig ist.

Beispiel: f, (z) =z" (z €10, 1]) f,, ist lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante n — 1
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