Skript vom 26.01.2010
Hinweis: Dies ist eine inoffizielle, vorlaufige Mitschrift der Vorlesung ,)Analysis fiir Infor-
matiker und Statistiker” (WS 2009/10, Dozent: Walter Spann).

Aktuelle Skripte und eine bereinigte Version dieser Mitschrift gibt es in kiirze in unserem
MedieninfoWiki: http://www.miwiki.de.vu

4.7 Satz (Umkehrung streng monotoner, stetiger
Funktionen)

Sei I := [a,b] ein abgeschlossenes, beschrinktes Intervall,
f: I — R streng monoton wachsend (bzw. fallend) und stetig.

Dann bildet f das Intervall I auf J := [f (a), f (b)] (bzw. J = [f(b), f (a)]) bijektiv
ab und die Umkehrfunktion f~!: J — R ist ebenfalls streng monoton wachsend (bzw.
fallend) und stetig.

f(a) +

od--
ot-------------22
Vv

Bemerkung:

1. Fiir eine injektive, reellwertige Funktion f : I — R existiert wegen der fehlenden
Surjektivitdt im Allgemeinen keine Umkehrfunktion im Sinne von 0.24. Man kann
sich folgendermafsen behelfen:

f:1— f(I), f(z) = f(x) ist bijektiv und besitzt die Umkehrfunktion JA
f(I) — I. Mit der Einbettung ¢y : I — R, ¢7(z) = x entsteht aus f.

Ft: f(I) — I. Mit der Einbettung ¢y : I — R, iy (z) = z entsteht aus f die
injektive, reellwertige Funktion co f : f(I) — R, die wir hier als f~! bezeichnen
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und Umkehrfunktion von f nennen. Diese fiir reellwertige Funktionen gebrauchliche
Bezeichnung ldsst sich rechtfertigen, weil
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@) = @el), f(f<y>)=y e )

2. Auch unter der zusétzlichen Voraussetzung f : I — R lipschitzstetig folgt im
Allgemeinen nicht die Lipschitzstetigkeit der Umkehrfunktion.

Beispiel:

f: (0,1 —=[0,1], z+ 22 lipschitzstetig, streng monoton
ft: [0,1] —[0,1], x+ /x  stetig, aber nicht lipschitzstetig
Beweis:

1. f ist injektiv, weil streng monoton wachsend
2. f(I)=J,dh. fla, b] =[f (a), f (D)

mon. wachs.
a<z<b ! =

fla) < f(z)<f(b), dh f(I)cJ

zel r)eJ
Denn 46 fl)e f)=J

dr€la, b]: f(x)=y, dh.JC f(I)
yeJ d.h. yeru)

3. Also ist f : I —J f(z) = f(x) streng monoton, bijektiv und besitzt die Um-
kehrfunktion f=!: J — I.

4. Zeige: J?*l : J — I ist streng monoton wachsend. Seien yi, yo € J mit y1 < yo.
Zz. 71 (1) < 71 (o).

Annahme: ! (y1) > fL ().
Wegen f monoton wachsend folgt ff~! (y1) > ff ' (y2), dh. gy > yo 4

5. Zeige:

f_l . J — I ist stetig.




Annahme: fflist nicht stetig, d.h.

El(yn)neN: yn € J (TLGN)I dJyeJ: Yn — Y, f_l(yn)_/')f_l(y)

Dann gibt es £ > 0, so dass unendliche viele 1 (y,) nicht in U. (ffl (y)) liegen.
Daher gibt es eine Teilfolge (v, ), ey mit

Flm) =T )] = ¢ (kheN) ()
Wegen f_l (yn,,) € I und I beschrénkt, ist (f_l (ynk))k N eine beschrankte Folge,
€

also gibt es eine konvergente Teilfolge (f_l (ynk7)) N die gegen x € I konver-
; je
giert, d.h.

Da f stetig ist, ergibt sich

T (o)) = T@ Goo0) (e
Yny;

Wegen y, — y folgt aus (x x ) y = f (z).
JE 1

Andererseits aus (x) und (xx) ‘1: (y )‘ >e>0.

Widerspruch!

6. f~1:=10 f ist als Verkniipfung streng monoton wachsender und stetiger Funktionen
ebenfalls streng monoton wachsend und stetig.

Motivation fiir Supremum und Infimum einer beschrinkten Menge:

M :={zeR: 0<x <1} besitzt kein Maximum (1 ¢ M!), allerdings hat 1 hier eine
besondere Bedeutung:

Sie ist nicht hier obere Schranke von M, d.h.

Vee M: <1,

sondern sogar die kleinste obere Schranke.



4.8 Satz und Definition (Supremum, Infimum)

Jede nicht leere, nach oben (bzw. nach unten) beschrinkte Teilmenge M von R besitzt
eine kleinste obere (bzw. grofte untere) Schranke.

Bezeichnung: supM  bzw. infM

Beweis:

Sei sg eine obere Schranke von M, d.h. z < sy (z € M). Aukerdem sei z9 € M.

Wir bilden ausgehend von Iy = [z, so] eine Intervallschachtelung I,, = [z, s,] mit
T, € M und s, obere Schranke von M.
M
I I
X0 Sy

I o [:z:n, %] , falls % obere Schranke von M
ntl = [Tnt1, Sn]  mit 21 € M und xp4q > @ keine obere Schranke von M
Somit |I4+1] < & |I,,|, daher [I,| = 0 (n — o).

Somit existiert s € () I, und nach Lemma 2.10 gilt z,, —» sund s,, —» s (n — 00).
neN

Nach Konstruktion gilt [wegen s, obere Schranke von M|
r<s, (xeM,neN).

Hieraus wegen s, — s
r<s (reM)

d.h. s ist obere Schranke von M.

Annahme

s ist nicht kleinste obere Schranke von M. Dann ist s — e fiir ein € > 0 eine kleinere obere
Schranke von M, d.h. insbesondere wegen z,, € M

z,<s—e (neN).

Wegen x,, — s folgt hieraus
s<s—¢

Widerspruch!



Bemerkung:

1. s=supM < s obere Schranke und

F(@n)pen: 2n €M (nEN)Az, — 5 (n— 00)

7 =" Wihle (z,),cy wie im Beweis zu 4.8

Beweis: . . .
7«7  Argumentiere so, wie im Beweis zu 4.8 ab Annahme

2. Fiir beschrénkte Folgen (ay),cy gilt (ohne Beweis)

limsupa, = lim sup{ax: k>n}
n—o0 n—oo
liminfa, = lim inf{ax: k> n}
n—oo n—oo
4.9 Satz

Sei I ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall, f: I — R stetig.
Dann ist f beschrinkt und nimmt ihr Maximum und Minimum an, d.h.

esgibt 7€l mit f(z) = sup{f(x): zel}
und z€l mit f(z) = inf{f(x): xzel}

[oder anders ausgedriickt: max {f (z) : x € I} und min{f () : x € I} existieren.]

Bemerkung:

Ohne die Voraussetzung [a, b] abgeschlossen und beschrinkt ist die Aussage im Allge-
meinen nicht richtig.

N

; ~  f:]0,1] =R, f(z) =2 besitzt keine Maximumstelle

f:R—R, f(z)=e" besitzt weder Maximum- noch Minimumstelle

Beweis

Zeige nur die Existenz der Maximumstelle.

1. f ist nach oben beschrankt (d.h. {f (z) : € I} ist nach oben beschrankt)
Falls nicht, existiert (z,),cy mit 2, € Iund f (z,) — 00 (n — c0).

Nach BoLzANO-WEIERSTRAR existiert eine konvergente Teilfolge (2, ),cy und
somit € R mit x,, — x. Wegen I abgeschlossen, gilt € I. Aus [ stetig, ergibt
sich f (zp,) — f (z) im Widerspruch zu f (x,) — oo.



2. Nach 4.8 und 1. existiert sup{f (x): z € I}

Entsprechend der Bemerkung zu 4.8 gibt es eine Folge (f (z,)),cy mit f (zn) —
sup{f (z): xz € I}.

Wiihle konvergente Teilfolge (7n,,),cn von (Tn),cy und setze T 1= klim Zp,. Dann
—00

T € I (wegen I abgeschlossen) und

p@=f(Jmen) [ = g f o) = lf () ee 1)

m

[dh. FmeR: f(x)<m (rxel)und f(T)=m
Zusammengefasst: 3T € [ : f(z) < f(T) (x€l)]



