Skript vom 02.02.2010
Hinweis: Dies ist eine inoffizielle, vorlaufige Mitschrift der Vorlesung ,, Analysis fiir Infor-
matiker und Statistiker” (WS 2009/10, Dozent: Dr. Walter Spann).

Aktuelle Skripte und eine bereinigte Version dieser Mitschrift gibt es in kiirze in unserem
MedieninfoWiki: http://www.miwiki.de.vu

5.7 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei I ein abgeschlossenes beschrianktes Intervall, f : I — R streng monoton und stetig,
J = f).

Ist f in a € I differenzierbar und f’(a) # 0, so ist die Umkehrfunktion f~1: J — R in
b := f (a) differenzierbar und es gilt
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Beweis

Die Umkehrfunktion existiert nach Satz 4.7 und ist streng monoton und stetig. So sei
(Un)pen mit yp € J  (n € N) mit y,, — b, y, # 0.

wn = [l (m) (EN)


http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~spann/vorlesungen/analysis1/ws09/index.php
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~spann/vorlesungen/analysis1/ws09/index.php
http://fraggle-rock.net/mediawiki/index.php/Hauptseite

Ty # a wegen y, # b und f bijektiv.
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Beispiel:
() f(z)=¢" (r€R), f'(2)=Inz (z>0)
[Wéihle x > 0 fest und setze I := [%, 2x]]
(b) Folgerung aus (a):
fx) = 2% (r>0) a€Rfest
= f(z) = e*"® (2>0),
also f'(z) = W (g(x)) g ()
90/ (z)
r-x’\
— oalnz o
= h(g(x)) mit h(z) =€, g(zr)=alnz
= - xafl

5.8 Definition (lokale Extrema)

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R eine Funktion, zg € I.

f hat in z¢ ein lokales Maximum < 30 >0 Vo € Us(zo) : f(x) < f(z0)
f hat in z¢ ein lokales Minimum < 3§ >0 Va € Us (z0) : f(z) > f(x0)
f hat in x¢ ein lokales Extremum < f hat in xg ein lokales Maximum oder lokales Minimum
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5.9 Satz (Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum)

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R differenzierbar, f besitze in xg € I ein lokales
Extremum. Dann gilt:

fi(xo) = 0
Beweis
0.E.d.A. ¢ lokales Minimum
f(z) = f (o) > 0 (z€Us(xo))
= %ﬁ:éwo) > 0 (ZL‘() <xr<x+ 5)
_ i f(@)=f(zo0)
= fillzo) = Jlim ===
fdiffb. in zo  ptay
@ - f @)
T—x0 r — X0
T>T0

f@)=f@) <

T—x0

I (zo) < 0. Insgesamt: f'(xg) =0

Analog folgt aus (xo — 0 < x < x0)

5.10 Mittelwertsatz

Sei f : [a, b] — R stetig, f differenzierbar in |a, b.
Dann gibt es ein £ € ]a, b, so dass
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Wir fithren den Mittelwertsatz auf einen Spezialfall zuriick.



5.11. Satz von Rolle

Gilt unter den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes zusétzlich f (a) = f (b), so gibt es
ein £ € Ja, b[ mit

f1©=0

Beweis von Satz 5.11

1. Fall: f konstant. Dann gilt die Behauptung wegen f’ (z) =0 (z € ]a, b))
2. Fall: f nicht konstant. Dann existiert ein z¢ € |a, b mit f (xo) # f (a) = f (b).
O.E.d.A. f (xo) > f (CL)
~—~
=£(b)

Nach Satz 4.9 besitzt f eine Maximumstelle £ € [a, 0]
Wegen f(zo) > f(a) und f(z0) > f(b) gilt € Ela,bl.
Aus Satz 5.9 ergibt sich f'(§) = 0.

Beweis von Satz 5.10
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g erfiillt g (a) = g (b) = 0. g ist stetig in [a, b] und differenzierbar in |a, b].

Nach dem Satz von Rolle gibt es daher ein £ mit ¢’ (£) =0, d.h.

Fo-(F9L0)

b—a b—a
oder
o = {0

5.12. Folgerung

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R differenzierbar. Dann gilt:

(a) f'(x)>0 (xel) & fstreng monoton wachsend
f'(z) <0 (xel) < f streng monoton fallend
(b) f'(z) >0 (xel) < f monoton wachsend
f'(z) <0 (xel) < f monoton fallend

Bemerkung: Die Umkehrung in (a) gilt im Allgemeinen nicht:

f(x) =2® (z € R) streng monoton wachsend, aber f’(0) = 0.

Beweis:

(a)

1 < X9

= f(x1) = f (22)

MHRRCIWeXtsats (). /() (€ € Jau, a2 gecignet)
—_——

<0 >0

= f (1) < f(22)

2. Aussage analog

(b) ,=": wie in (a)

_ h) —
T () = lim 5 f<w>:mf (w + Z f@)
>0

2. Aussage analog



5.13 Anwendung [Hinreichende Bedingung fiir ein (globales)
Extremum]

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R differenzierbar, f’ (o) = 0 fiir ein x¢ € 1.

Falls f'(x) >0 (x €I,z <xo) und f' () <0 (z €, x> x),
dann hat f in xg ein (globales) Maximum.

Falls f/ (z) <0 (zel,xz<zg)und f'(x) >0 (x €1, x> xg),
dann hat f in xg ein (globales) Minimum.

N

| AN
N 7

X0

£1(%) > 0 (x <x,):F'(x) <0 (x> x,)

f monoton f monoton
wachsend : fallend

(o Maximumstelle von f)

Hohere Ableitungen

Sei f: D — R differenzierbar. Ist f/ : D — R in a € D differenzierbar, so heifit f

zweimal differenzierbar in a (Bezeichnung:f” (a), 327{ (a), % x:a).

Allgemeiner durch rekursive Definition: f(©) = f

Ist f5=V: D — R in a € D differenzierbar, so f k-mal differenzierbar in a.
. k k

(Bezelchnung: f*) (a), % (a), ZI—{ I:a>

Ist f : D — R k-mal differenzierbar und f* stetig, so heifit f k-mal stetig differenzierbar.

5.14 Satz (Hinreichende Bedingung fiir ein lokales
Extremum)

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R differenzierbar und in einem xg € I zweimal
differenzierbar.



Falls f/' (x¢) =0 und f” (x¢) < 0, dann hat f in x ein lokales Maximum.
Falls f'(xz9) =0 und f” (x¢) > 0, dann hat f in x( ein lokales Minimum.

Beweis:

I(@)=f"(z0)
Setze ® (z) = T=T0 (@ # o)
f"(xo) (2 = x0)
Sei " (xp) < 0. ® ist nach Hilfssatz 5.4 stetig und daher wegen f” (z¢) < 0 in einer
hinreichend kleinen Umgebung Us (z) kleiner also 0.
|Folgt aus Satz 4.20 s.u.|

Somit
f' (@) = f' (20)

<0 (z€lzg—20, 20+, zF# x0)
r — X

Hieraus
f ()= f(x0) > 0 (z0—0<z<uxp)
(@)= f'(xg) < 0 (zo<x<z9+9)

Die Behauptung folgt aus 5.13 angewandt auf f|Us (zg)



