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(b) ist eigentlich eine Folgerung von (c)

[2. Gleichung mit y = −x]

(c) Sei y ∈ R fest. Betrachte

f (x) := (sin (x+ y)− sinx · cos y − cosx · sin y)2

+ (cos (x+ y)− cosx · cos y + sinx · sin y)2

z.Z.: f = 0.

f ′ (x) = 0 (x ∈ R) [durch Nachrechnen]

Nach 5.18 gilt

f (x) = f (0)
= (sin y − 0 · cos y − 1 · sin y)2 + (cos y − 1 · cos y + 0 · sin y)2
= 0 (x ∈ R)

Bemerkung zum Beweis von (c)

Es wäre natürlicher statt f : R→ R (bei festem y ∈ R) die Funktion g : R2 → R

g (x, y) = (sin (x+ y)− sinx · cos y − cosx · sin y)2

+ (cos (x+ y)− cosx · cos y + sinx · sin y)2

zu betrachten. Für die Ableitung der Funktion

x 7→ g (x, b) (y = b fest)

an der Stelle a schreibt man

∂1g (a, b) oder ∂g
∂x (a, b) bzw. ∂g

∂x |(x, y)=(a, b)

[Bezeichnung: partielle Ableitung von g nach x in (a, b)]

Entsprechend schreibt man

∂2g (a, b) oder ∂g
∂y (a, b) bzw. ∂g

∂y |(x, y)=(a, b) ,

wenn man x = a festhält und y 7→ g (a, y) an der Stelle y = b di�erenziert.
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5.21 Satz und De�nition (π)

Die Funktion cos hat genau eine Nullstelle in [0, 2] (Bezeichnung: π2 ). Damit gilt

cos π2 = 0 , sin π
2 = 1

Beweis: Später mit Hilfe der Taylerformel.

5.22 Folgerung

(a) sin (x+ 2π) = sin (x) , cos (x+ 2π) = cos (x) (x ∈ R)
(b) sin (x+ π) = − sin (x) , cos (x+ π) = − cos (x) (x ∈ R)
(c) sin

(
π
2 − x

)
= cos (x) , cos

(
π
2 − x

)
= sin (x) (x ∈ R)

(d) {x ∈ R : sin (x) = 0} = {k · π : k ∈ Z}
{x ∈ R : cos (x) = 0} =

{(
k + 1

2

)
π : k ∈ Z

}
�Nullstellen von sin bzw. cos�

Beweis:

Vorbemerkung:

cos (−x) = cos (x) (cos-Reihe enthält nur gerade Potenzen von x)
sin (−x) = − sin (x) (sin-Reihe enthält nur ungerade Potenzen von x)

(c)
sin
(
π
2 − x

) 5.20c= sin
π

2︸ ︷︷ ︸
1

· cos (−x) + cos
π

2︸ ︷︷ ︸
0

· sin (−x) Vorbem.= cos (x)

Analog: cos
(
π
2 − x

)
= sinx

(b)
sinπ = sin

(
π
2 −

(
−π

2

)) (c)
= cos

(
−π

2

) Vorbem.= cos π2
5.21= 0

cosπ = cos
(
π
2 −

(
−π

2

)) (c)
= sin

(
−π

2

) Vorbem.= − sin π
2

5.21= −1
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sin (x+ π) 5.20c= sinx · cosπ︸ ︷︷ ︸
−1 (s.o.)

+ cosx · sinπ︸︷︷︸
0 (s.o.)

= − sinx

Analog: cos (x+ π) = − cosx.

(a) sin (x+ 2π) = sin ((x+ π) + π)
(b)
= − sin (x+ π)

(b)
= − (− sin (x)) = sin (x)

Analog: cos (x+ 2π) = cosx

(d) Nach dem Mittelwertsatz gilt für x > 0

sinx− sin 0 = cos ξ · (x− 0) (ξ ∈ ]0, x[ geeignet)
Also = cos ξ︸︷︷︸

>0

· x > 0
(
0 < x ≤ π

2

)
[ Bemerkung: cos ξ < 0 für ξ ∈

]
0, π2

[
, weil π

2 die einzige Nullstelle von cos in
[0, 2], cos = 1 und cos stetig. ]

Somit cos (x)
(c)
= sin

(
π
2 − x

) Vorbem.= − sin
(
x− π

2

)
︸ ︷︷ ︸
∈]0, π2 ]

s.o.
< 0

(
π
2 < x ≤ π

)

Daher hat cos in [0, π] nur die Nullstelle π
2 . Aus (b) folgt dann die Nullstellenaussage

für cos und wegen

sin (x)
(c)
= cos

(
π
2 − x

) Vorbem.= cos
(
x− π

2

)
entsprechend die Nullstellenaussage für sin.

5.23 Satz von Taylor mit Lagrange-Restglied

Randbemerkung:

Taylorreihe (im Entwicklungspunkt 0):

f (x) =
∞∑
k=0

f (k)(0)
k! xk

falls f Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.

Bisher noch nicht behandelt:

f (x) =
∞∑
k=0

f (k)(x0)
k! (x− x0)

k

Sei f : [a, b]→ R n-mal stetig di�erenzierbar und f in ]a, b[ (n+ 1)-mal di�erenzierbar,
x, x0 ∈ [a, b] , x 6= 0.

Dann existiert ξ zwischen x0 und x, so dass gilt:
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f (x) = f (x0) + f ′ (x0) (x− x0) + ...+
f (n) (x0)

n!
(x− x0)

n︸ ︷︷ ︸
n-tes Taylerpolynom

n∑
k=0

f(k)(x0)
k!

(x−x0)k

+
f (n+1) (ξ)
(n+ 1)!

(x− x0)
n+1︸ ︷︷ ︸

Lagrange-Restglied

Bemerkung: Für n = 0 ergibt sich die Taylorforlmel aus dem MWS:

f(x)−f(x0)
x−x0

= f ′ (ξ)
⇒ f (x) = f (x0) + f ′ (ξ) · (x− x0)

Beweis:

Es reicht, die Behauptung für x0 = a und x = b zu beweisen, d.h. zu zeigen ist, dass für
geeignetes ξ ∈ ]a, b[ gilt:

f (b) = f (a) + f ′ (a) · (b− a) + ...+
f (n) (a)
n!

(b− a)n +
f (n+1) (ξ)
(n+ 1)!

(b− a)n+1 (?)

Für p (x) := f (a) + f ′ (a) · (x− a) + ...+ f (n)(a)
n! (x− a)n gilt:

p(k) (a) = f (k) (a) (0 ≤ k ≤ n) (??)

Setze

h (x) := f (x)−

(
p (x) + µ · (x− a)

n+1

(n+ 1)!

)
(x ∈ [a, b]) (? ? ?) ,

worin µ ∈ R so gewählt ist, dass h (b) = 0. (Das ist möglich, weil man die Gleichung
h (b) = 0 nach µ au�ösen kann.)

Wir zeigen: µ = f (n+1)(ξ)
(n+1)! für ein geeignet gewähltes ξ ∈ ]a, b[. Aus (??) ergibt sich

h(k) (a) = 0 (0 ≤ k ≤ n) (? ? ??)

Wegen h (b) = 0 existiert nach dem Satz von Rolle ein ξ1 ∈ ]a, b[ mit h′ (ξ1) = 0.
Wegen h′ (a) = 0 und h′ (ξ1) = 0 existiert ein ξ2 ∈ ]a, ξ1[ mit h′′ (ξ2) = 0 usw.

Man erhält so aus (? ? ??) ein ξn+1 ∈ ]a, ξn[ ⊂ ]a, b[ mit

h(n+1) (ξn+1) = 0
d.h. f (n+1) (ξn+1)− µ (n+1)!

(n+1)! = 0

[ Veranschaulichung von h im Fall n = 0

h (x) = f (x)− f (a) + µ · (x− a)
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Die Wahl von µ so, dass h (b) = 0 macht die gewählte Gerade zur Sekande durch
(a, f (a)) (b, f (b)) ]

Beispiel: Binomialreihe

f (x) = (1 + x)α (x > −1, α ∈ R\N0)
f (k) (x) = α (α− 1) · .. · (α− k + 1)︸ ︷︷ ︸

α−(k−1)

· (1 + x)α−k

5.23⇒ (1 + x)α =
n∑
k=0

α (α− 1) · .. · (α− k + 1)
k!︸ ︷︷ ︸xk +

(
α
n+1

)
Verallg. Bin.koe�. (αk) :=ξ zwischen 0 und x

(1 + ξ)α−(n+1)

∣∣(α
n

)∣∣ =
∣∣∣α(α−1)·..·(α−k+1)

n·1......n−1

∣∣∣ = |α|
n︸︷︷︸ |1− α|
→0 (n→∞)

∣∣1− α
2

∣∣ ... ∣∣∣1− α
n−1

∣∣∣
Die Produkte |(1− α)|·...·

∣∣∣(1− α
n−1

)∣∣∣ bleiben beschränkt, weil für k ∈ N mit k ≥ α, d.h.
α
k ≤ 1

∣∣1− α
k

∣∣ = 1− α
k ≤ 1 gilt und daher nur eine feste Zahl von Faktoren (unabhängig

von n) gröÿer als 1 sind.∣∣∣( α
n+1

)
· xn+1

(1+ξ)n+1−α

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣( α

n+ 1

)∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
→0 (n→∞)

(0 < x < 1)
⇒ξ∈]0, 1[

⇒ (1 + x)α =
∞∑
k=0

(
α
k

)
xk (0 < x < 1; α ∈ R\N0)

Ohne Beweis (1 + x)α =
∞∑
k=0

(
α
k

)
xk (0− 1 < x < 1; α ≥ 0)

(1 + x)α =
∞∑
k=0

(
α
k

)
xk (0− 1 < x < 1; α < 0)
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